Nombres réels

1 Suites de rationnels

Définition Une suite de rationnels (ou suite rationnelle) est une application
u:N— Q.

NOTATION : Pour tout entier n, on note u, I'image u(n) de l'entier n par l’ap-

plication u. La suite u est souvent notée (uy)nen, voire tout simplement (uy,).
NOTATION : On notera par la suite G ’ensemble de toutes les suites rationnelles.

1.1 Addition sur &

Définition Pour deux suites u et v de &, on définit la somme de ces suites, de
fagon naturelle, comme leur somme en tant qu’applications, c¢’est-a-dire :

U+ v = (Un + Vn)pen
Théoreme 1.1 Muni de la loi +, l’ensemble G posséde une structure de groupe
commutatif.

Démonstration : Les propriétés de ’addition sur & découlent immédiatement
des propriétés correspondantes dans Q : la commutativité de ’addition sur Q
implique la commutativité sur & ; de méme pour 'associativité, pour ’élément
neutre (0),¢n, et enfin pour le symétrique de toute suite u = (up )nen, qui n’est
autre que la suite (—uy,)nen, que I'on notera bien sir —u.

O

1.2 Multiplication sur &

Définition On définit également le produit de deux suites u et v de & comme
le produit terme a terme :

UXv= (unvn)nGN

Tout comme pour I'addition, les propriétés de la multiplication sur QQ per-
mettent d’obtenir le :

Théoreme 1.2 La multiplication sur & est commutative, associative, distribu-
tive sur l'addition, et posséde l’élément neutre (1)peN-.

Corollaire 1.3 (&, +, x) est un anneau commutatif unitaire.



En revanche, la structure de corps ne se transpose pas sur &, en effet les
deux suites u et v suivantes, non nulles, ont pour produit la suite nulle :

u: uspy, =0Vn v vo, =1Vn
’ U2n+1 = 1Vn ’ U2n+1 = 0Vn

En réalité, les éléments de & inversibles pour la multiplication sont les suites
dont tous les termes sont non nuls. A cette condition, on trouve un inverse pour
la suite en considérant la suite des inverses.

2 Sous-ensembles remarquables de &
Définition La suite rationnelle u = (uy)nen converge vers 0 si et seulement si
elle vérifie la propriété :

Vee Qtdng e NVn e N, n>ng= |uy| <e

L’ensemble des suites convergeant vers 0 sera noté Z. De la méme fagon, on
a la notion de convergence vers un rationnel o autre que 0 en remplacant |u,,|
par |u, — «| dans la définition. (On utilisera aussi cette définition dans R.)

Définition La suite rationnelle u = (un)nen est une suite de Cauchy si et
seulement si elle vérifie la propriété :

Vee Qidng e NVn,pe N, (n>ngetp>ng) = |u, —up| <e
Leur ensemble sera noté C.

Définition Enfin, la suite rationnelle u = (u,)nen est bornée si et seulement
si:

JA e QiVneN, J|u,| <A
Leur ensemble sera noté B.
Théoréeme 2.1 On a les inclusions :
IccchB

Démonstration :
- Soit u € Z et € > 0. Soit, d’apres la définition de Z, ng un entier

€
tel que n > ng = |up| < 7

Pour n et p deux entiers vérifiant n > ng et p > ng, on a alors, grace a
I'inégalité triangulaire, la majoration :

|, — up‘ < ug| + |Up‘ <€

et donc la suite u vérifie le critere d’appartenance a C.
- Soit u € C et € > 0 désormais fixé (par exemple, € = 1). Soit,

d’apres la définition de C, ng un entier tel que pour tous n et p, on ait :
(n>mnpetp>ng) = |u, —up| <€
Pour tout entier n > ng, on a alors :

[ty, — Un,| < €



et donc [lun| — |ung|| <€

En posant A = max (|un,| + €, [uo|, - - -, |tung—1]), on a bien pour tout entier
n:

lun| < A

et donc la suite u est bien bornée.

O
Théoreme 2.2 C est un sous-anneau de S.
Démonstration :
- |\Yu,veCu—veC :‘ Soient donc u et v, soit € > 0, et soient :
€
— np tel que (n >ng et p>ny) = |u, —up| < 3
é
— ng tel que (n > ng et p > ng) = |v, — vp| < 7
Pour n et p deux entiers supérieurs ou égaux a ng = max (nj,ng), on a

alors :
|(un —vn) = (up — vp)| < |ty — up| + |vn —vp| <€

et donc la suite u — v est encore de Cauchy.

— |Vu,veCiuxveC: ‘ Soient encore u et v deux suites de Cauchy, donc
bornées d’apres le théoreéme précédent, et soit donc A un majorant de ces

deux suites.

Soit € > 0 et soit, d’apres la définition d’une suite de Cauchy :
€
— np tel que (n > ng et p>ny) = |u, —up| < TS

— ng tel que (nanetp2n2)=>\vn—vp]<i.

Soit encore ng = max (n1,n2), et deux entiers n et p supérieurs ou égaux
a ng. Alors

|[unvn — Upvp| = [tn (Un — vp) 4 vp (un — up)]
< il X [t gl + [t X [t — 25

€ €
Axﬁ+Axﬁ

IN N

[unvn, — upvp| < €
et donc la suite u X v est encore de Cauchy.

— | (1)nen € C :| Immédiat.

Théoréme 2.3 T est un idéal de C.

Démonstration :
— 7 est un sous-groupe additif de C : soient u et v deux suites convergeant
vers 0, soit € > 0 et soient

— ny tel que pour tout n > ny, on ait |u,| <

— ng tel que pour tout n > ng, on ait |v,| <

N Apo| ™

Soit ng = max (n1,ng), et n > ng. Alors |u, — vy| < |uy| + |vn| < €, et
donc la suite u — v converge également vers 0.



- ’VUEIVU eCuxvel :‘ Soit donc u € Z et v € C. En particulier, v
est bornée. Soit donc A un majorant de v.

Soit € > 0 et ng tel que n > ng = |u,| <

©
A
A

A

. Pour n > ng, on a alors :

[unvn| < |tup| - |vn| < — XA =c¢

et donc la suite u X v est dans 7.
O

Enfin, dire pour I'instant que les suites de Cauchy convergent n’aurait pour
I'instant aucun sens : ce résultat est vrai dans R, et nous sommes justement
en train de construire R. En revanche, connaissant QQ, on peut dire que toute
suite de Cauchy est, a partir d’'un certain rang, « coincée » dans un intervalle
de longueur aussi petite que ’on veut. En fait, on a besoin pour la suite d’un
résultat plus faible, qui est le suivant :

Théoréme 2.4 Soit u € C\Z. alors il existe un rationnel strictement positif a
et un entier ng tel que ’on ait :

n>ng=— u, >a oubien n>ny— u, < —a

C’est-a-dire qu’une suite de Cauchy qui ne converge pas vers 0 est, a par-
tir d’'un certain rang, minorée par un rationnel strictement positif ou majorée
par un rationnel strictement négatif. En particulier, la suite est alors de signe
constant et ne s’annule pas (toujours & partir d’un certain rang).

Démonstration : Soit donc u une suite de Cauchy ne convergeant pas vers 0,
et supposons le résultat faux, c’est-a-dire que pour tout rationnel a strictement
positif et tout entier n, on puisse trouver :

— Un entier ny > n tel que u,, < a.

— Un entier ny > n tel que uy,, > —a.

€
Soit € > 0 et ng tel que pour n > ng et p > ng, on ait |u, — up| < 3 En

€
appliquant notre hypothese de raisonnement par ’absurde & a = = et n = ng,
€ €
on trouve deux entiers n; > ng et na > ng, tels que uy, < § et up, > —¢

3
. e €
Mais alors, par définition de ng, on a donc |uy,, — un,| < =, et donc :

3
€ €
Uny = Uny + (Un; — Uny) > 373
ST €
c’est-a-dire -3 < Up,; < 3
2
et donc |uy, | < 36 Pour tout entier n > ng, on a donc
2¢ €
un| = [un; + (un = un, )| < ftin, | + [un — un, | < 3 T37¢

On a montré que la suite u vérifie alors le critéere de convergence vers 0 pour le
rationnel e. Comme tout ceci est bien sur valable quel que soit €, cela signifie
que la suite u converge vers 0, ce qui contredit ’hypothese u € C\Z. L’hypothese
supplémentaire est donc absurde, et le théoreme démontré.

O



3 Définition des réels

Muni de tous ces résultats préliminaires, nous sommes désormais en mesure
de définir ’ensemble des nombres réels, comme quotient de 'anneau C par son
idéal Z. Précisons cette opération :

Sur ’ensemble C des suites de Cauchy, on définit la relation binaire R par :

VRV <= u—vel

Comme l'idéal Z est en particulier un sous-groupe additif de C, on vérifie
sans difficulté que R est bien une relation d’équivalence.
Définition On appelle nombre réel une classe d’équivalence de suites de Cauchy
pour la relation R. L’ensemble des réels, noté R, peut donc étre défini comme
I’ensemble quotient C/R (encore noté C/7).

N.B. L’idéal Z constitue lui-méme une classe déquivalence pour la relation ‘R :
celle du réel nul. En effet, il contient la suite constante égale a 0.

NOTATION : On notera @ la classe d’équivalence d’une suite u pour la relation
R. La notation v € «, ou « est un nombre réel, signifie que la suite u est un
représentant de la classe a.

3.1 Addition et multiplication dans R

La relation fR est bien str compatible avec les opérations d’addition et de
multiplication sur C. En effet, si u,u’,v et v' sont des suites de Cauchy, alors :

uRu et vRY < u—-v €T etv—v €l
= (utv)— (W +v)eT
= (u+v)R W +)

De méme uRu' et VRV <= u—uv' €T etv—1v' €T
= w—uv =ulv—-V)+v(u—-u)el
= (uv) R (u'v')

Par passage au quotient, ces opérations héritent des propriétés de commu-
tativité, associativité et distributivité. C’est-a-dire que (R, 4+, x) est un anneau
commutatif. De plus, le passage au quotient permet d’obtenir la structure de
corps :

Théoréeme 3.1 (R, +, x) est un corps commutatif.

Démonstration : La seule chose a vérifier est ici que tout réel non nul est
inversible (pour la multiplication). Soit donc @ # (0) un réel, u un de ses
représentants. Par hypothese, u ¢ Z (la classe d’un élément de 7 est le réel
nul) donc d’apres le théoreme 2.4, la suite u est non nulle a partir d’un certain
rang, disons ng.

Soit alors v la suite définie par :
Vg =+ =Up, = 1 et Vn > ng,v, = uy

La suite v ainsi construite ne s’annulle pas, donc est inversible, d’inverse
1 1 . . .
—-=|— . D’autre part, la suite u — v étant par construction nulle a partir
v Un / neN

du rang ng, elle est dans 'idéal Z, et donc v € w.
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c’est-a-dire que le réel w est inversible.
O

NOTATION : Tout comme précédemment pour les rationnels, on notera respec-

1
tivement —a et — l'opposé et 'inverse du réel a. Enfin, si « et 8 sont deux
Q@
«

g

réels, les expressions o — 3 et — désignent respectivement les réels a + (—(3) et

1
a X —.

3.2 Relation d’ordre sur R

Définition Un réel «a est dit positif si et seulement si :
— « est le réel nul, ou
— «a possede un représentant u qui vérifie

JdacQf,InpeN, n>ny=u, >a
c’est-a-dire la premiere alternative du théoreme 2.4.
L’ensemble des réels positifs est noté R;. On note R} I'ensemble R, \ {@}
des réels positifs et non nuls, dits strictement positifs.

Dans cette définition, on est tenté d’imaginer que la propriété décrite dépend
du représentant choisi. En réalité, il n’en est rien :

Théoréme 3.2 Soit a un réel strictement positif. Alors

Yo € a,3n, € N,Ja € QF  (n > ny = v, > 0)

Démonstration : Soit donc « un réel strictement positif. Par définition de R,
il existe un représentant u de «, un rationnel a strictement positif et un entier
ng tel que pour tout n > ng, on ait u, > a.

Soit alors v € a un autre représentant du réel a. Alors la suite v —u est dans
I'idéal Z, donc il existe un entier ny tel que, pour n > ng, on ait |v, — u,| < %,
et donc v, > u, — %.

a a
Pour n > max(ny,ng), on a alors u, > a et v, > u, — > donc v,, > B > 0.

0

N.B. On défini de maniere similaire les réels négatifs, les ensembles R_ et R*
et I'on a bien sir une propriété analogue pour les réels strictement négatifs.
Propriétés :
- RiNR_={0}:
En effet, si o est un réel de R} NR*, et v un de ses réprésentants, celui-ci
devrait vérifier les deux conditions :

dny € N,Vn > nq,v, >0

et dng € N,Vn > no,v, <0

Ces conditions sont évidemment contradictoires.



a€ER, = —acR_:

Immédiat par la définition de Ry et de R_.

a,BER, = a+ R, :

C’est évident si « = 0 ou § = 0. Sinon, soit u et v des représentants de «
et 0 respectivement, et

- ny,a tels que n > ny = u, > aqg > 0,

— ng,as tels que n > ny = v, > as > 0.

Pour n > max(nj,ng), on a alors nécessairement u,, + v, > aj + ag, donc
la suite u + v vérifie le critere voulu, et o + 3 € R,
a,BER, = af € Ry :

Méme principe. On a de méme, grace a la regle des signes dans Q :

aceR ,0eR. = af € R_

et enfin a, e R = af e R,

R,UR_=R:

Soit en effet & € R\ R, et u un représentant de ov. Comme « est non nul,
u n’est pas dans 7.

D’apres le théoréme 2.4, la possibilité u, > a > 0 étant exclue (car sinon
a € R,), on a un entier ng et un rationnel a tel que pour tout n > ny,
u, < —a < 0. Donc o« € R*.

Définition On définit la relation binaire < sur R par :

a<lfp <<= pf-—acRy

Théoréme 3.3 < est une relation d’ordre totale sur R.

Démonstration :

Réflexivité : pour tout o, ona a—a =0 € R,.

Antisymétrie : (a<fet f<a)= (B—a€eRieta—FeR,).

Alors f—a € Ry NR_ = {0} donc a = f3.

Transitivité : (a < fet <vy) = (B—acR,ety—pFcRy).
Alors y —a=(y—0)+ (6 —a) € Ry, et donc a < 7.

Ordre total : on sait que Ry UR_ = R. Si o et 8 sont deux réels, leur
différence G — a est donc soit dans R, soit dans R_.

Dans le premier cas, on a alors o < (3. Sinon, « — f = — (f — a) € R, et
donc 3 < a.
O
Remarque a>0<=a-0eR, <= ac R,
De méme a<0<= aelR_

Propriété 3.4 < est compatible avec ’addition sur R.

Démonstration : Soient «, 3, et § des réels vérifiant a < § et v < 4.

On a alors B—a€eR,etd—veR,
donc B=a)+ (@ —7)=(B+0)—(a+7) Ry
et donc a+vy< B+ O



Propriété 3.5 < est compatible avec la multiplication sur R..

Démonstration : Soient «, 3,7 et § des éléments de R, vérifiant o < [ et
v <é.

On a alors B—a€eR,etd—veR,
donc Bé—ay=pB(0—7)+v(8—a) € Ry
et donc ay < 3o O

Enfin, le passage de Q a R conserve également la structure archimédienne :
Propriété 3.6 R est archimédien.

Démonstration : Soient « et § deux réels strictement positifs. Soit (an),,cy
un représentant de o et (by,), un représentant de 5. D’apres le théoreme 3.2,
on peut trouver un rationnel a strictement positif et un entier ng tel que pour
n > ng on ait a, > a.

D’autre part, la suite (by,),, est de Cauchy, donc bornée. Soit b un majorant
(dans Q). Comme le corps Q est lui-méme archimédien, il existe un entier p tel
que p X a > b. Mais alors, pour n > ngonapxa, >pxa>b>b,.

La suite (p X a, — by),,cy est donc positive a partir du rang ng, et le réel
pxa— [ est donc dans R, (cette propriété étant contradictoire avec la définition
de R*).

Et donc pXa>f O

4 Plongement de Q dans R

Soit R’ le sous-ensemble de R défini par :
a€R <= FeQ,(k)nen €

N.B. Le rationnel k ainsi associé est unique : si un autre rationnel h est tel que
(h)nen € a, alors ceci signifie que les deux suites (k)pen et (h)nen sont dans la
méme classe d’équivalence, c’est-a-dire que leur différence est dans 'idéal Z des
suites convergeant vers 0. Or leur différence est la suite (k — h),en, constante.
Pour qu’elle converge vers 0, il faut que ce soit la suite nulle, soit h = k.

Théoréme 4.1 R’ est un sous-corps de R.

Démonstration :
— Soient « et 3 dans R’, h et k des rationnels tels que 1'on ait (h),en €
et (k)neN € ﬁ .
Alors la suite (h)pen — (k)nen = (b — k)pen est un représentant du réel
o — f3, qui est donc lui aussi dans R’.
Donc R’ est un sous-groupe additif de R.
— De la méme fagon, on montre que R’ est stable par multiplication, et

contient I’élement neutre (pour la multiplication) (1),,cy-

1
— Enfin, soit & € R’ et h un rationnel tel que (h),en € a. La suite (h>
neN

permet alors d’obtenir un inverse de o dans R'.

0



Il est alors immédiat de vérifier que 'application
. { Q- R
7 b en

définit un isomorphisme entre (Q, +, x) et (R’, +, x).
Enfin, ¢ est compatible avec les relations d’ordre sur Q et R :

Propriété 4.2 Vh,k € Q, (h<k<= o(h)<p(k))

Démonstration : En effet

p(h) < (k) & (k)peny — (W)peny ERy & (k= h), ey € Ry 0
Sk—-—h>0sh<k

Convention : Via Iisomorphisme ¢, on identifie Q et R’ en écrivant, dans R,
h pour désigner le réel wneN'

Ceci permet de considérer I’ensemble R des réel comme un prolongement de
I’ensemble @ des rationnels ; I’addition, la multiplication et la relation < définies

sur R prolongeant ’addition, la multiplication et la relation < sur Q.

N.B. R est une extension stricte de Q, ce qui fait tout I'intérét de cette construc-
tion. Pour voir ceci, il suffit remarquer que toutes les suites de Cauchy, dans Q,
qui ne convergent pas, vont converger dans R (cf en annexe la démonstration
de la complétude de R). La limite d’une telle suite est alors un élément de R
qui n’était pas dans R’, sinon on aurait la convergence dans Q grace & 'isomor-

phisme 1.

n
EXEMPLE : La suite de terme général u,, = »_ 1/k! est une suite de Cauchy de
k=1
rationnels, qui ne converge pas dans Q.

5 Valeur absolue sur R

Définition Prolongeant la définition de la valeur absolue sur QQ, on associe a
tout réel v sa valeur absolue || par :

|a] = max (o, —av)

Cette valeur absolue est bien définie, en effet nous avons montré que 1’en-
semble R est totalement ordonné (et donc la famille (a, —ar) posséde un plus
grand élément).

Théoreme 5.1 Soit o un réel et u un de ses représentants. Alors la suite
(|unl), ey est encore une suite de Cauchy, et est un représentant de |al.

Démonstration : On distingue trois cas :

— a=0,et donc u €.
Alors la suite de terme général |u,| converge également vers 0. Comme
dans ce cas |a| = 0, c’est bien un représentant de |c|.

—a€RY, et donc Ing € N,Ja € Q,n > ng = up, > a > 0.
Pour n > ng, on a alors |u,| = uy,, et donc la suite (|uy|),, o coincide avec
la suite v a partir du rang ng. C’est donc également une suite de Cauchy,
de la méme classe d’équivalence que la suite u, c’est-a-dire que c’est un
représentant du réel a = |al.



- acR".
De la méme fagon, a partir d’un certain rang on a |u,| = —uy,, et donc
la suite (|uyl), ey coincide avec la suite —u : elle est donc de Cauchy,
représentant du réel —a = |af.

O

Propriétés :

—la|=0<=a=0:
est immédiat d’apres le premier point de la démonstration précédente.
Par contraposée, si @ € R, alors |o| = a # 0 d’apres le deuxieme
point. Et si @ € R*, alors d’apres le troisieme point |a|] = —a donc
la| € RY.

Vo, B € R, Ja+ ) < Ja] + |8
Soient (an)nen et (bn)nen des représentants de « et 3 deux réels. D’apres
le théoreme 5.1, la suite (|ay, + bp|), cry est un représentant de | + 3, tout
comme les suites (|an|),cy et (|bn]), ey sont des représentants des réels |
et || respectivement.
Or, d’apres l'inégalité triangulaire dans @, on sait que pour tout entier
n, on a |ay + bp| < |an| +|by|. La suite (Jan| + |by| — |an + byl),,cn & donc
tous ses termes positifs, et donc |a + G| < |a| + |3].

- VYo, B € R, |af| = |a]-|5] :
Avec les mémes notations, un représentant de |a/3| est la suite (|a,by|),,cn;
c’est-a-dire en utilisant la méme propriété dans Q (déja démontrée), la
suite (|an| - |bnl),,cn, dans laquelle on reconnait I’expression du produit des
deux suites de Cauchy (|an|), ey €t (|bn]),cn, d’ot la propriété annoncée.

Annexe : Topologie de R

Nous terminons cette construction des nombres réels par des propriétés
d’ordre topologique. Nous avons construit R comme I’ensemble des suites de
Cauchy de rationnels (quotienté par 1'idéal des suites convergeant vers 0). Nous
allons voir ici qu’il ne servirait a rien de recommencer une telle construction en
espérant obtenir d’autres nombres, ce qui n’aurait a priori rien d’absurde. En
fait, toute suite de Cauchy de réels converge elle-méme vers un réel : on exprime
cette propriété en disant que ’ensemble R est complet.

Lemme Q@Q est dense dans R.

Démonstration : Soient « et 8 deux réels vérifiant o < §. On cherche un
rationnel a € |a; 5.

Soient (ap)nen €t (by)nen des représentants de aet 3. Ona —a > 0 donc il
existe un rationnel € > 0 et un entier ng tel que, pour n > ng, on ait b, —a, > ¢
(théoréme 2.4, la deuxieéme possibilité étant exclue).

Soit ensuite, en utilisant la définition d’une suite de Cauchy, ny > ng tel que
pour tous n,p > ni, |a, —a,| < i et by, — byl < i

€
11 suffit alors de poser a = a,, + 3 En effet, on a pour tout n > nq :

€ €
@nganl‘Fzﬁa—Z

10



D’autre part n; > ng donc by, > an, + € et donc pour tout n > ny :

€ €
bnzbn1_12a+z

Le rationnel a construit est donc bien dans 'intervalle | ac; 5. 0

Afin de démontrer la complétude de R, on a besoin du lemme technique qui
suit. Rappelons 'existence d’un plongement ¢ de Q dans R. Via ce plongement,
une suite de Cauchy de rationnels nous donne une suite de Cauchy (de rationnels
également) dans R.

Lemme Soit u = (un),cy une suite de Cauchy de rationnels, et a le réel
qu’elle représente. Considérée dans R, la suite (un), oy converge, vers le réel a.

Démonstration : Soit € un réel strictement positif, et soit ¢ un rationnel
vérifiant 0 < € < € (c’est possible car Q est dense dans R).

Soit ng € N tel que n,p > ng = |u, — u,| < €.

Pour n > ng désormais fixé, ceci implique que la suite (u, ),y est comprise,
a partir du rang ng, entre la suite constante égale & u,, — ¢ et la suite constante
égale & u, + €/, d’ott dans R :

o —up| <€ <e

Mais ceci est vrai pour tout n > ng, c’est-a-dire que dans R, la suite (un),,cn
converge vers q. ]

Théoréme R est complet.

Démonstration : Soit une suite de Cauchy (), dans R. Soit (€,),, oy une
suite de rationnels tendant vers 0. Par densité de Q dans R, on peut trouver
une suite (uy,),cy de rationnels vérifiant :

Yn, |up —an| <€,

(Cette suite étant obtenue en prenant, pour chaque indice n, un rationnel u,,
dans l'intervalle | oy, — €50 + €5 [.)
Par l'inégalité triangulaire (dans R), on a pour deux entiers n et p :

|un_up’ < ’Un_an|+‘an_ap|+|ap_“p| Sen"‘ﬁp""an_ap‘

On en déduit aisément que la suite (uy), oy est elle aussi de Cauchy, et qu’elle
converge vers le réel a qu’elle représente (lemme précédent).

Comme par construction u, — a, — 0, il vient :
n—oo

ap — Q@
n—oo

et la suite (), oy converge bien dans R. O

N.B. L’ensemble R, construit par les suites de Cauchy de rationnels, est appelé
complété de Cauchy de Q. Cette construction est possible a partir de n’importe
quel groupe archimédien.

Enfin, il existe d’autres constructions de R, notamment par les coupures
(construction du mathématicien allemand Dedekind). Cette construction, dans
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les grandes lignes, consiste a définir un réel comme la borne supérieure d’un en-
semble majoré de rationnels. Plus laborieuse pour pas mal de choses, notamment
la définition des opération, et bien sur la complétude, elle a néanmoins I’avan-
tage de fournir sans trop d’effort la propriété de la borne supérieure. Voyons
comment 'obtenir par la construction de Cauchy :

Théoréeme Tout sous-ensemble de R non vide et majoré possede une borne
supérieure (un majorant, qui est le plus petit des majorants de la partie).

Démonstration : Soit donc A une partie de R, majorée. Si A possede un plus
grand élément m, il n’y a rien & démontrer : tout majorant de A doit majorer
m, et donc m est le plus petit des majorants de A.

On se place donc dans le cas contraire, ou la partie A ne possede pas de plus
grand élément. En particulier, quel que soit a € A, on peut trouver un autre
élément b € A strictement supérieur. Nous allons construire la borne supérieure
de A comme la limite de deux suites adjacentes, dont il faudra auparavant
montrer qu’elles sont de Cauchy. Il s’agira d’une suite croissante d’élément de
A et d’une suite décroissante de majorants de A.

Soit donc up un élément quelconque de A, et mp un majorant (quelconque
également). On construit par récurrence les suites (un),cy €t (Mn), oy de la
facon suivante.

Supposons uy, . . . , U, construits, ainsi que mg, ..., M.

S Up + My, Up, + My
- S —(—

est encore un majorant de A, on pose myy1 = ———, et

I’on choisit dans A I’élément u, 1 > u, de fagon arbitraire. C’est possible

puisque A n’a pas de plus grand élément.
— Sinon, on peut trouver un élément de A strictement supérieur & %,
qui sera uy+1, et 'on pose my11 = my,.
Montrons que ces deux suites sont bien des suites de Cauchy. Par construction,
la suite (up), oy est strictement croissante, et la suite (my,),, cy est décroissante.
Montrons par récurrence sur n la propriété :
mo — U
2n
— P(1) est vraie. En effet lors de la premiere étape de construction, deux
cas se présentent.

Pn): 0<my—u, <

ug + mo

Dans le premier cas, mj = >

est un majorant de A, donc

ug + mo

Uy < up <
0 1 B)

mo — u
et donc O<m1—u1<m1—u0:%

ug + Mo
Dans le second cas, on a u; > —5 et m1 = mg, donc
up +mo Mo — Up

2 2

0<my —u <mg—

mo — U
— P(n) = P(n+ 1) : Supposons en effet 0 < m,, — u, < %.

Par le méme raisonnement que pour la premiere étape, on obtient en
My — Un .
—— . En appliquant

distinguant les deux cas 0 < mp41 — Upy1 < 5
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I’hypothese de récurrence, on a donc pour myy1 — up+1 'encadrement
voulu, a savoir :
mo — Ug

0 <mMmpt1 — Upyr < Tontl

— On conclue par récurrence que la propriété est vraie pour tout n.

Soit maintenant € un réel strictement positif. Comme nous savons déja que
R est archimédien, il existe un entier p tel que p X € > mgy — ug. Soit alors ng
un entier tel que 2™ > p. Pour n > ng, on a alors

2" X €e>p X €E> My — Uy

mo — U
%Se et donc 0 <m, —u, <e€

Soient maintenant n et p deux entiers supérieurs ou égaux a ng. On suppose
par exemple n < p. On a alors les inégalités :

donc

Up < Up < My < My,
donc [un, — up| < |up —my| <€

et My, — my| < |up, —mp| <€
Ceci montre que les deux suites (uy), oy €t (my), oy sont des suites de Cauchy.

D’apres le théoreme précédent, elles convergent donc. Comme de plus la
différence m,, — u,, tend vers 0, elles ont méme limite. Soit « cette limite com-
mune. Nous allons montrer que « est la borne supérieure recherchée.

Pour ceci, nous allons avoir besoin de la propriété suivante :

Propriété Soit (x,,),cy une suite de Cauchy (dans R) de limite z, et y un
réel tel que l'on ait :
YneN, xz,>y

Alors T >y

On a bien sir une propriété analogue en remplacant > par <. Nous remettons
a plus tard la démonstration de cette propriété, pour pouvoir terminer celle de
notre théoreme.

— « est un majorant de A. En effet, si 'on consideére un élément = de A, la
suite (1), cy @ tous ses termes plus grands que x. D’apres la propriété
précédente, il en va donc de méme pour sa limite o, qui majore donc =,
et donc la partie A dans son ensemble.

— « est le plus petit majorant possible. Soit en effet y < . Supposons que le
réel y est encore un majorant de A. En particulier, ¢’est aussi un majorant
de la suite (up),,cp, donc (propriété) de sa limite a, ce qui est absurde.

Nous avons montré que le réel « est bien le plus petit des majorants, c’est-a-dire
la borne supérieure. O

Démonstration de la propriété : Soit donc (z,),cy une suite de Cauchy
(dans R) de limite z, et y un réel tel que l'on ait :

VneN, x,>y
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Tout comme pour la démonstration de la complétude de R, nous allons
revenir par densité a des suites de rationnels. Soit (€, ),,cy une suite de rationnels
qui tend vers 0. On commence par construire une suite (a,),cy de rationnels
telle que pour tout n, on ait z, < a, < x, + €,.

Ensuite, on construit une suite (by),cy de rationnels pris respectivement,
par densité de Q, dans les intervalles | y; min (y + €, ay) [

Les suites (an),cy €t (bn),cn tendent respectivement vers x et y. Or par
construction, on a pour tout n, b, < an, donc la suite (a, — by), o représente
un réel positif, ¢’est-a-dire que x — y > 0, et donc x > y.

g

N.B. Muni de cette propriété, il est assez facile d’exhiber des réels qui ne sont

n
pas rationnels (plus que pour la suite > 1/k!).

k=1
EXEMPLE : Il existe un réel de carré 2. Ce réel n’est pas un rationnel.

En effet, ’ensemble des réels de carré plus petit que 2 est non vide (0 est
dedans!) et majoré, par exemple par 2 : la relation d’ordre étant compatible
avec la multiplication sur R,, on a 2 > 2 = x? > 4 > 2. Tout réel positif de
carré plus grand que 2 est un majorant de notre partie, par le méme argument.

La borne supérieure o de cet ensemble est alors un réel dont le carré est 2 :

— si a® > 2, on pose € = (a2 — 2) /5, et I'on a

(a—€)? =a®—2ae+ e > a? — 20
Or on sait que a < 2, donc 2ae < 4e. 1l vient la minoration :
(a—e?>a?—4(a®-2)/5>2

Donc « — € est encore un majorant, ce qui contredit la définition de .
— Si au contraire a? < 2, on pose cette fois € = (2 — a2) /5, et alors

(a+€)? = a2 + 20e + €2

Comme 0 < o? < 2,ona2—a?<2, et donce< 1, dou 'on tire € < e.
Et comme bien siir a < 2, on a toujours 2ae < 4e.

11 vient (a+€)? < a®+5e=2

Le réel o+ € construit est donc de carré strictement inférieur & 2, ce qui
contredit le fait que o majore I'ensemble des réels de carré inférieur a 2.

Le réel o construit vérifie donc bien o = 2.

2
Or, on ne peut construire de rationnel de carré 2 : si (p> = 2, en supposant
q

p et g premiers entre eux (représentant irréductible), on obtient p? = 2¢2, donc
successivement :
— 2 divise p?, donc 2 divise p (un nombre impair a un carré impair).
— p s’éerit donce 2p/, done p? = 4p'%.
— En remplacant dans I’égalité d’origine, il vient 2p’ 2= Q.
— Donc 2 divise ¢?, donc 2 divise q.
— p et g ont 2 comme diviseur commun, ce qui contredit le fait qu’ils sont
premiers entre eux.
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