Chapitre 3

Topologie des espaces vectoriels normés

3.1 Normes et distances

3.1.1 Norme

Définition 3.1 Si E est un espace vectoriel réel ou complexe, on appelle norme sur E une application de E vers RT, notée
II'll, N ou tout autre notation semblable, telle que :

Ve e E |jz||=0< 2z =0.

Ve € E VA €K || Az|| = |A] ||z

V(z,y) € E? ||z + y| < ||lz]| + |ly|| ( inégalité triangulaire ).

Le couple (E, ||||) s’appelle un espace normé et lorsqu’il n’est pas besoin de préciser la norme, on dit simplement que E est
un espace ( vectoriel) normé.

On utilisera souvent ’abréviation e.v.n. pour espace vectoriel normé.

Proposition 3.1 Si (E,||.||) est un espace vectoriel normé on a
Viz,y) € B2 2l = yll] < llz =yl < [zl + |1yl
Définition 3.2 Un vecteur x de lespace vectoriel normé (E, N) est dit unitaire si N(z) =1
Exemple 3.1 Si E n'est pas réduit ¢ {0} et munit d’une norme N , alors, pour tout x de E il existe y unitaire tel que
x = N(x).y.
3.1.2 Distance associée

Définition 3.3 Soit X un ensemble quelconque. On appelle distance sur X une application d de X x X wvers R telle que
— V(z,y) € X? d(x,y) > 0.
— V(z,y) € X? d(z,y) =0 z=1y.
— V(x,y) € X? d(xay) = d(y,x)
— Y(z,y,2) € X3 d(x,y) < d(x,2) +d(z,y)

La quatriéme condition s’appelle I'inégalité triangulaire.

Un ensemble muni d’une distance s’appelle un espace métrique, mais cette notion n’est pas au programme.
Proposition 3.2 Si (X, d) est un espace métrique on a
Y(z,y,2) € X3 |d(z, 2) — d(y, 2)| < d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Proposition 3.3 Si E est un espace vectoriel normé alors l’application
d:(z,y) = llz—yl
est une distance sur E.

Cette distance s’appelle la distance associée a la norme.
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3.1.3 Boules

Définition 3.4 Soit ¢ un point de E et r un réel positif, on appelle boule ouverte (resp. boule fermée, resp. sphére) de
centre xo et de rayon r l’ensemble

B(SC(),T') = {LL‘ € E,d(l’o,l’) < 7”'}

(resp.
B/(LI,’O’T’) - {IZ’ € E’d(anx) < 7’}

S(zg,r) = {x € E;d(xg,x) =71})
Si r est strictement positif on a les inclusions :

B (xo, %) € B(wo,7) C B'(z0,7) C B(xo, 2r).

Proposition 3.4 Toute boule, ouverte ou fermée est convexe.

3.1.4 Parties, fonctions bornées, distance a une partie

Définition 3.5 Une partie A de E est bornée si et seulement si elle est contenue dans une boule.
Proposition 3.5 Une partie A de le.v.n. E est bornée si et seulement si il existe M tel que Vz € A ||z]] < M.

Définition 3.6 Une fonction f: X — E ot X est un ensemble quelconque et E un espace vectoriel normé est bornée si et
seulement si f(X) est une partie bornée de E c¢’est-a-dire si et seulement si :

IM eRt VzeX |f(x)| <M.

Définition 3.7 Une suite u = (up)nen € EN o E un espace vectoriel normé est bornée si et seulement si :

IM eRY YneN ||lu,| < M.
On remarque qu’il s’agit d’un cas particulier de la définition précédente avec X = N.
Définition 3.8 Soit A une partie non vide de E et x un élément de E. La distance de x a A, notée d(x, A), est le nombre

d(z, A) = inf [lz —y|| = inf d(z,y).

Ce nombre est bien défini car {||x — y||,y € A} est non vide et minoré¢ par 0.

On prendra garde que cette distance n’est pas toujours atteinte, c’est-a-dire qu’il n’existe pas toujours de yg dans A tel que
[ = yoll = d(z, A).

3.1.5 Cas d’un espace préhibertien réel

Proposition 3.6 Si (F,(.|.)) est un espace préhilbertien réel alors Uapplication
z = |zl = (zlr)

est une norme sur E.

Sauf indication contraire tout espace préhilbertien sera supposé muni de cette norme.

3.1.6 Exemples d’espaces vectoriels normés

Exemple 3.2 Norme || ||, sur K", p=1,2 et +cc.
Exemple 3.3 Norme || ||, p=1,2 et +00, sur l'ensemble des fonctions continues sur [a,b], & valeurs dans K.

Plus généralement
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Proposition 3.7 L’ensemble B(X, E) des fonctions bornées définies X a valeurs dans lespace vectoriel E est un sous-espace
vectoriel de EX.

Soit f et g deux fonctions bornées par M; et M, alors d’aprés 'inégalité triangulaire la fonction f 4 g est bornée par
My + M, et la fonction \f par |A\|M; (de plus la fonction nulle est bornée.

En prenant pour X ’ensemble N on obtient le cas particulier des suites bornées.
Exemple 3.4 Norme || |loo sur B(X, E).

Cette norme s’appelle la norme de la convergence uniforme.

3.1.7 Produits d’espaces vectoriels normés

Proposition 3.8 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Alors il est possible de munir E X F' d’une structure d’espace
vectoriel normé en choisissant par exemple la norme ||(x,y)|| = sup(||z||&, |yl 7)-

Cette définition peut-étre étendue sans difficulté au cas d’une famille finie (F;);c; d’espaces vectoriels normés en posant
N((l'i)iel) = supc; ||Zi| &,

3.2 Suites

3.2.1 Convergence, divergence

Définition 3.9 Une suite (z,)nen d’éléments d’un espace vectoriel normé E est convergente si et seulement si il existe un
élément L de E tel que :

VecR** INeEN YneNn>N= |z, L||<e
Proposition 3.9 Si un tel L existe il est unique.

On lappelle la limite de (x,,) et on le note limz,,. (ou mieux : lim ).
n—-+oo

Vocabulaire : Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
Exemple 3.5 La suite (n),en est divergente.

Exemple 3.6 La suite (sinna),en est divergente (mais bornée), si o ¢ nZ.
Proposition 3.10 Toute suite convergente est bornée.

Proposition 3.11 La suite (Up)nen = (Un,1,- .., Unp))nen & valeurs dans un produit Hle E; d’espaces vectoriels normeés
converge si et seulement chaque suite suite(un ;)nen, 1 < i < p converge. Dans ce cas, si on note l; = limy,_, 1 oo Up 4, ON auTG
limy, 00 Uy = (l1, ..., ).

Exemple 3.7 Une suite de nombres complexes converge si et seulement si les suites des parties réelles et imaginaires
convergent.

Exemple 3.8 Dans M, (C), muni de la norme ||(m; ;)| = sup(|m; ;|) (on verra ultérieurement que le choix de la norme n'a

pas d’importance), une suite (Mp)pen de matrices est convergente si et seulement pour chaque couple (3, j) la suite (mz(-g-))peN

est convergente. De plus :
. . P . P
lim M, = lim (ml(',j))lgi,jgn = ( lim ml(’j)) .
p—r—+o00 p—+oo p—+oo 1<i,j<n

Théoréme 3.1 L’ensemble des suites convergentes d’éléments de E est un sous-espace vectoriel de EN et Uapplication qui
a une suite associe sa limite est une application linéaire.
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3.2.2 Valeur d’adhérence d’une suite

Définition 3.10 On appelle suite extraite de la suite (uy,) une suite (u¢(n)), ol @ est une application strictement croissante
de N dans lui-méme.

Vocabulaire 3.1 On dit que ¢ est une extractrice.

Exemple 3.9 Les suites (u2,) et (uant1)-

Une suite extraite de la suite (u,) se note aussi (un,, )keN-

Définition 3.11 On appelle valeur d’adhérence d’une suite toute limite d’une suite extraite de cette suite.

Proposition 3.12 Toute suite convergente posséde une unique valeur d’adhérence : sa limite. En passant a la contraposée :
toute suite qui posséde au moins deux valeurs d’adhérence est divergente.

Exemple 3.10 La suite (n),en ne posséde aucune valeur d’adhérence.
Exemple 3.11 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de la suite ((—1)™)neN-
Exemple 3.12 La suite (2”(_1)n)neN ne possede qu’une valeur d’adhérence. Elle n’est pourtant pas convergente.

Exemple 3.13 (Plus sophistiqué) : Si « ¢ 7Q, tout élément de [—1,1] est valeur d’adhérence de la suite (Sinna)nen.

3.2.3 Comparaison des normes

Définition 3.12 Deux normes Ni et Ny définies sur un méme espace vectoriel sont dites équivalentes si et seulement si il
existe o et B dans R*T tels que
Ve e E aNi(z) < No(z) < BNi(x)

Certains préférent la définition suivante : Deux normes Nj et Ny définies sur un méme espace vectoriel sont dites équivalentes
si et seulement si il existe o et 8 dans R*T tels que

Vee E Ni(z) <aNy(z) Na(z) < BNi(z)
Proposition 3.13 Si une suite est bornée pour la norme N elle est bornée pour toute norme équivalente ¢ N.

Proposition 3.14 Si une suite est convergente dans un espace vectoriel muni de la norme N, elle est convergente lorsqu’on
munit cet espace d’une norme équivalente a N. De plus elle converge vers la méme limite dans les deux cas.

Exemple 3.14 Les normes || ||, sur K™, p = 1,2 et 400 sont équivalentes. On verra que ce résultat ce généralise aux espaces
de dimension finie.

Exemple 3.15 Les normes || ||, p = 1,2 et +00, sur l’ensemble des fonctions continues sur [a,b], & valeurs dans K, ne sont
pas équivalentes.

En effet considérons la suite (fn)n>0 avec fr(t) = gz:z;'z On alfuli = (Z:j):||fn”2 = g)n_fl) et || falloo = 1.

Il en résulte que (v/nfy)n>0 est bornée pour || ||1 et || ||2 et pas pour || ||oo, donc || ||1 €t || [ ne sont pas équivalentes, ainsi
que || Iz et || floo-

De méme, (nfn)n>0 est bornée pour || ||1 et pas pour || |2, donc || |1 et || |2 ne sont pas équivalentes

3.3 Topologie d’un espace vectoriel normé

3.3.1 Voisinages d’un point

Définition 3.13 Une partie V' est un voisinage du point x si et seulement si il existe une boule ouverte de rayon non nul
de centre x contenue dans V.
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On notera V(x) ensemble des voisinages de x.

Proposition 3.15 Deuz normes équivalentes définissent les mémes voisinages.

Proposition 3.16 L’ensemble V(x) des voisinages de x vérifie les propriétés :
— FE est un voisinage de x.

— Toute intersection finie de voisinages de x est un voisinage de x.
— Si une partie contient un voisinage de x c’est aussi un voisinage de x.

3.3.2 Ouverts

Définition 3.14 Un ouvert est une partie qui est un voisinage de chacun de ses points.
On parle aussi de partie ouverte.

Exemple 3.16 Toute boule ouverte est un ouvert. Une boule fermée d’un espace vectoriel normé non réduit ¢ {0} n’est pas
un ouvert.

Proposition 3.17 Deux normes équivalentes définissent les mémes ouverts.
Proposition 3.18 L’ensemble des ouverts de E vérifie les propriétés :

— I est un ouvert.

— 0 est un ouvert.

— Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
— Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

3.3.3 Fermés

Définition 3.15 Une partie est un fermé si et seulement si son complémentaire est un ouvert.
Proposition 3.19 L’ensemble des fermés de E vérifie les propriétés :

— FE est un fermé.

— (0 est un fermé.

— Toute réunion finie de fermés est un fermé.

— Toute intersection de fermés est un fermé.

Exemple 3.17 Toute boule fermée est un fermé. Toute sphére est un fermé. Toute boule ouverte non vide n’est pas un fermé.

Proposition 3.20 Deux normes équivalentes définissent les mémes fermés.

3.3.4 Adhérence, intérieur, frontiére

Définition 3.16 On appelle adhérence d’une partie A le plus petit fermé contenant cetle partie. C’est lintersection de tous
les fermés contenant A. On la note A.

Proposition 3.21 Deuz normes équivalentes définissent la méme adhérence d’une partie quelconque.
Définition 3.17 Un point de l’adhérence de A s’appelle un point adhérent a A.

Exemple 3.18 L’adhérence d’une boule ouverte est la boule fermée de méme centre et de méme rayon.
Proposition 3.22 Une partie est fermée si et seulement si elle est égale a son adhérence.

Théoréme 3.2 (Caractérisation séquentielle de ’adhérence) Un point a est adhérent & une partie A d’un espace
vectoriel normé si et seulement si il est limite d’une suite d’éléments de A.

Corollaire 3.1 L’adhérence d’une partie A de E est l’ensemble des limites des suites convergentes d’éléments de A.
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Proposition 3.23 Une partiec A de d’un espace vectoriel normé est fermée si et seulement si toute suite convergente d’élé-
ments de A converge vers un élément de A.

Définition 3.18 On appelle intérieur d’une partie A le plus grand ouvert contenu dans A. C’est la réunion de tous les

ouverts contenus dans A. On le note ;1

Proposition 3.24 Deuz normes équivalentes définissent le méme intérieur d’une partie quelconque.
Exemple 3.19 L’intérieur d’une boule fermée est la boule ouverte de méme rayon.

Proposition 3.25 Une partie est ouverte si et seulement si elle est égale a son intérieur.
Définition 3.19 Un point d’un partie A est intérieur a A s’il appartient & lintérieur de A.

Proposition 3.26 Un point a est intérieur a A si et seulement si il existe r > 0 tel que B(a,r) C A, c’est-a-dire si et
seulement si A est un voisinage de a.

Définition 3.20 La frontiére d’une partie A est l’intersection de son adhérence et de l’adhérence de son compléméntaire.
C’est l’ensemble des points qui sont adhérents a A et & F — A.

Exemple 3.20 La frontiére d’une boule de centre xo et de rayon r > 0 est la sphére de centre xq et de rayon r.

3.3.5 Parties denses

Définition 3.21 Soient A C B deux parties de E. On dit que A est dense dans B si l’adhérence de A contient B. Si B=F
on dit tout simplement que A est dense.

Remarque 3.1 Une partie A de B est dense dans B si et seulement si tout élément de B est limite d’une suite d’éléments
de A.

Remarque 3.2 Une partic A de B est dense dans B si et seulement si pour tout élément b de B et tout € > 0 il existe a
dans A tel que ||b—al| < e.

Théoréme 3.3 Toutes les notions topologiques définies sur les espaces vectoriels mormés sont compatibles avec la relation
d’équivalence des mormes.

Ici, par exemple, cela veut dire que si A est dense dans B lorsqu’on munit E de la norme N, elle le reste si on remplace N
par une norme N’ équivalente.

Nous avons déja prouvé ce type de résultat pour un certain nombre de notions, nous laissons les justifications ultérieures aux
étudiants.

3.3.6 Topologie induite

Définition 3.22 Si x est élément de A, une partie V de A est un voisinage relatif @ A de x si et seulement si il existe un
r >0 tel que B(x,r)NACV.

Proposition 3.27 Une partie V de A est un voisinage de x relatif a A si et seulement si il existe un voisinage W de x dans
FE tel que V=W N A.

Définition 3.23 Une partie U de A est un ouvert relatif de A si et seulement si ¢’est un voisinage relatif a A de chacun de
ses points.

Remarque 3.3 On dit plus simplement « ouvert de A ».

Proposition 3.28 Une partie U de A est un ouvert relatif de A si et seulement si il existe un ouvert V. de E tel que
U=VnA.
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Définition 3.24 Une partie F' de A est un fermé relatif de A si et seulement si son complémentaire dans A est un ouvert
relatif de A.

Proposition 3.29 Une partie F' de A est un fermé relatif de A si et seulement si il existe un fermé G de E tel que F' = GNA.

Proposition 3.30 Une partie F' de A est un fermé relatif de A si et seulement si la limite de toute suite d’éléments de F
qui converge dans A est un élément de F'.

Exemple 3.21 Par ezemple ]0,1] est un fermé (relatif) de ]0,2] mais pas [1,2].

3.4 Limites, continuité

3.4.1 Limite d’une application

Définition 3.25 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, a un point adhérent a A, et f une application de A vers
un espace vectoriel normé F. f posséde une limite en a si et seulement si

HEF VecRTIMeR T VaecAlr—a|| <n=|flx)—{ <e

Dans ce cas il n’existe qu’un tel ¢ qui s’appelle la limite de f en a et se note lim f ou lim f(x).
a Tr—ra

Définition 3.26 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, non bornée et f une application de A wvers un espace
vectoriel normé F. On dit que £ est la limite de f(x) lorsque ||| tend vers +o0o si et seulement si

Ve e R*""IReR* Vo € A |z > R= ||f(z) — || < e

Dans ce cas il n'existe qu’un tel £ et il se note lim  f(x).
llz]|—+o0

Dans le cas ou ou E est égal a R, on peut encore raffiner cette définition pour obtenir la notion de limite en 400 et —oo par
exemple :

Définition 3.27 Soit A une partie de R, non bornée supérieurement et f une application de A vers un espace vectoriel
normé F. On dit que ¢ est la limite de f(x) lorsque x tend vers 400 si et seulement si

VeeR*"IReR* " Vzae Aoz >R=|f(z)— /| <e

Dans ce cas il n'existe qu’un tel £ et il se note lim f(x).
r——+00

On peut aussi parler de limite infinie en un point a pour une fonction a valeurs dans R.

Définition 3.28 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, a un point adhérent a A, et f une application de A vers
R. f tend vers 400 en a si et seulement si

VReR*"IneR* " Vo c A ||z —al| <n= f(z) >R

On note lim f(x) = +oo.

T—a

On définirait de méme lim f(z) = —oc.
r—a

Proposition 3.31 (Caractérisation séquentielle de la limite) Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, a un
point adhérent a A, et f une application de A vers un espace vectoriel normé F'. f posséde une limite £ en a si et seulement
st pour tout suite (an)nen d’éléments de A qui converge vers a la suite (f(x,))nen converge vers L.

Proposition 3.32 Soit A une partie d’un espace vectoriel normé E, a un point adhérent ¢ A, et f = (f1,...,fp) une
application de A wvers un produit d’espaces vectoriels normés F = H’i;l F;. f posséde une limite ¢ en a si et seulement si

chaque f; posséde une limite {; en a. De plus on aura £ = (€;)1<i<p-

Notons || [|; la norme sur F;. La norme sur F' est, rappelons le, définie par |[(x1,...,2p)||F = sup;<;<, |7l



8 CHAPITRE 3. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

— Supposons tout d’abord que lim,_, 4 f(z) =€ = ({1,...,£p,). Alors
VeeR*TIneR T VacAlz—allg<n=|f(z)—{|r <e
Or pour tout 4 || fi(z) — &|l: < ||f(x) — ¢||r donc pour tout ¢ :
Vee R*TIneR* T Vo c Az —allg <n=|fi(z) =&l <e

ce qui dit bien lim, f; = 4;.
— Reéciproquement, supposons que pour tout ¢ lim, f; = ¢;. On a donc

Ve e R*T dni(e) e R* T Vo € A ||z — allp < nile) = ||fi(x) — &i]]i < €
Pour un e donné posons 7(€) = min;<;<, ni(€), alors
Vee R In=mn(e) eR* " Va € A ||z —allg <nle) = | f(z) —lr <e

ce qui dit bien lim, f = (f1,...,4p).

3.4.2 Opérations algébriques sur les limites

Proposition 3.33 FE, F et a étant définis comme précédemment, [’ensemble des applications f : A C E — F admettant une
limite en a est un sous-espace vectoriel de A(A, F) et Uapplication qui & f associe sa limite en a est linéaire.

Ce résultat reste évidemment valable pour les fonction admettant une limite en +oo.

Proposition 3.34 Soit f: ACE — Fetg: BCF — G des applications ot E, F et G sont des espaces vectoriels normés,
A et B des parties de E et F' telles que f(A) C B. Soit a un point adhérent a A. On suppose que £ = lim, f existe, que { est
adhérent a B et que ¢’ =limy g existe. Alors go f admet une limite en a égale a £'. En résumé :

limgo f = 1.lim g.

img

3.4.3 Continuité en un point

Définition 3.29 Une application f: A — F est continue en un point a de A si et seulement si elle admet une limite en ce
point. Cette limite ne peut alors étre que f(a).

Proposition 3.35 (Caractérisation séquentielle) Une application f : A — F est continue en un point a de A si et
seulement si pour tout suite (an)n>0 d’éléments de A tendant vers a la suite (f(ay))n>0 tend vers f(a).

Ce résultat découle directement du résultat sur la caractérisation séquentielle de la limite.

Exemple 3.22 Si f est définie sur une partie A stable par f et si la suite définie par ug € A et f(up) = unt+1 converge vers
une limite £ appartenant & A et si f est continue en £ alors f(£) = £.

3.4.4 Applications continues

Définition 3.30 Une application définie sur une partie A d’un espace vectoriel normé FE, a valeurs dans un espace vectoriel
normé F, est continue sur A si et seulement si elle est continue en tout point de A.

3.4.5 Opérations algébriques sur les fonctions continues

Proposition 3.36 Si A est une partie de l’espace vectoriel normé E, si F' est un espace vectoriel normé, l’ensemble noté
C(A, F) des applications continues sur A & valeurs dans F' est un sous-espace vectoriel de A(A, F).

3.4.6 Continuité d’une application composée

Théoréme 3.4 Soit f une application d’une partie A d’un espace vectoriel normé E vers l’espace vectoriel normé F. Soit
g une application d’une partie B de F' vers un espace vectoriel normé G. On suppose f(A) C B. Soit x un point de A.

— Si f est continue en x et g continue en f(x) alors go [ est continue en x.

— Si f et g sont continues, alors g o f est continue.
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3.4.7 Image réciproque d’un ouvert

Proposition 3.37 Une application f d’une partie A d’un espace vectoriel normé E, vers un espace vectoriel normé F, est
continue si et seulement si l'image réciproque par f de tout ouvert (resp. fermé) de F est un ouvert (resp. un fermé) de A.

On rappelle qu’un ouvert de A est l'intersection de A et d’un ouvert de FE.

Remarque 3.4 [image directe d’un ouvert (resp. un fermé) par une application continue n’est pas nécessairement un ouvert
(resp. un fermé).

Cette proposition sert beaucoup pour prouver que des parties d’un espace vectoriel normé sont ouvertes ou fermées.

Exemple 3.23 La continuité du déterminant permet d’affirmer que GL,,(K) est ouvert, que SL,(K) est fermé. La continuité
de la norme permet de retrouver rapidement que la boule ouverte est ouverte, la boule fermée et la sphére sont fermées.

3.4.8 Extension par continuité

Proposition 3.38 Deux fonctions continues de A vers F égales sur une partie B de A dense dans A sont égales (sur A).

3.4.9 Application uniformément continue, application lipschitzienne

Définition 3.31 Une application f, d’une partie A d’un espace vectoriel normé E vers un espace vectoriel normé F est
uniformément continue si et seulement si :

Ve> 03> 0V(,y) € 42 o —yll <n=|f(z) - f)l <e

Remarquer la différence peu visible (permutation de quantificateurs), mais trés importante, entre la définition de la continuité
en tout point et la définition de 'uniforme continuité :

Ve>0dp>0Vz e AVye A |z—vyl|l<n=|f(z)— fly)| <e

et
Ve>0Vz e AIn>0VyecA |z—y|<n=|f(x)-fy)l <e

Proposition 3.39 La continuité uniforme implique la continuité, mais la réciproque est fausse

La continuité uniforme implique la continuité car logiquement
In V P(x,n) = Vz 3In P(z,n).
La fonction x — 2 est un exemple de fonction continue sur R qui n’est pas uniformément continue.

1

Définition 3.32 Une application f = A C E — F est lipschitziennel si et seulement si il existe k dans RT tel que

V(w,y) € A ||f(2) = fW)lIF < Kklz—yls.
Remarque 3.5 On parle parfois de fonction k-lipschitzienne pour étre plus précis.
Proposition 3.40 Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue, donc continue.
Exemple 3.24 La norme est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue, donc continue.

Exemple 3.25 Si A est une partie non vide Uapplication x — d(x, A) est 1-lipschitzienne donc continue.

1. Rudolph LIPSCHITZ, 1832-1903, allemand
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3.4.10 Caractérisation des applications linéaires continues

Théoréme 3.5 Une application linéaire f : E — F est continue si et seulement si :

IM eR*t Vz e E |f(2)|lr < M|z|E.
Corollaire 3.2 Une application linéaire d’un e.v.n. vers un autre est continue si et seulement si elle est lipschitzienne.

Exemple 3.26 Munissons [’espace vectoriel des applications de classe Ct sur [a,b], a valeurs réelles de la norme || f|| =
sup | f(x)|. Alors les applications f f; f@)dt et f— f(a) sont des aplications linéaires continues, mais ¢ : f > f'(1) n'est

pas continue car la suite (f, = =t™) _. converge vers zéro pour || ||, mais la suite (¢(fn))n>1 ne converge pas vers 0.

Proposition 3.41 L’ensemble des applications linéaires continues de E vers F' est un sous-espace vectoriel de L(E, F'), noté
L.(E,F).

3.5 Compacité

Définition 3.33 Une partie K d’un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si de tout suite d’éléments de K
on peut extraire une suite qui converge vers un élément de K.

Remarque 3.6 Cette caractérisation s’appelle la caractérisation de Bolzano?-Weierstrass3.
Remarque 3.7 Il résulte de cette définition que si une partie est compacte pour une norme elle le reste pour toute norme
équivalente.

On dit aussi que K est un compact de E.
Proposition 3.42 Toute partie compacte est fermée.
Proposition 3.43 Toute partie compacte est bornée.

Il existe des espaces vectoriels normés dans lesquels certaines parties fermées et bornées ne sont pas compactes; on verra
ultérieurement que dans tout espace vectoriel normé de dimension finie les compacts sont les parties fermées et bornées.

Proposition 3.44 Si A est une partie compacte de E et B une partie compacte de de F' alors A x B est une partie compacte
de E x F. Plus généralement, un produit fini d’une famille finie de compacts est un compact le l’espace produit.

Théoréme 3.6 De toute suite bornée d’éléments de R™ ou C™ on peut extraire une suite convergente.

On suppose qu’ils sont munis de la norme = — ||z|| = sup |z;|. En toute rigueur cette hypothése aurait du faire partie du
théoréme. Mais on verra ultérieurement que ce théoréme reste valable pour toute norme, autant I’énoncé tout de suite sous
sa forme générale. Néanmoins nous aurons besoin de ce théoréme dans ce cas particulier pour pouvoir démontrer le résultat
dans la cas général, c’est la raison pour laquelle il nous faut I’énoncer deux fois.

Ce théoréme est un cas particulier du théoréme de Bolzano* — Weierstrass®.

Fin de la démonstration du théoréme.

On note K = R ou C. On sait que de toute suite bornée d’éléments de K on peut extraire une suite convergente. Soit (up)peN
une suite d’éléments de K™. On note u, = (u1p,. .., Unp). On rappelle qu'une telle suite est convergente si et seulement si
chaque suite (u;p)pen €st convergente.

Supposons simplement (u,)pen bornée. Alors chaque suite (u;p)pen est bornée. Par application d’un des lemmes précédents
on peut extraire de (u1p),en une suite convergente (14, (p))pen. La suite (uzg, (»))pen est bornée on peut en extraire une
suite convergente (Uag, (¢, (p)))peN- On réitére ce procédé jusqu’a la n-iéme composante.

Pour tout i la suite (g, (...¢, (p)))peN st extraite de la suite convergente (Uig, (...¢,(p)-.))peN qui est convergente. Elle reste
convergente. Finalement si ¢ = ¢1 o --- 0 ¢, la suite (24(p))pen est convergente.

Théoréme 3.7 Les compacts de R™ ou C™ (munis de la norme sup) sont les parties fermées et bornées.

Théoréme 3.8 Si (an)nen est une suite d’éléments d’un compact K admettant une unique valeur d’adhérence alors elle
converge.

2. BOLZANO Bernhard, 1781-1848, Tchéque

3. WEIERSTRASS Karl, 1815-1897, Allemand

4. BOLZANO Bernhard, Prague 1781 - Prague 1848

5. WEIERSTRASS Karl Theodor Wilhelm, Osterfelde (Westphalie) 1815 - Berlin 1897
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3.6 Applications continues sur une partie compacte
Théoréme 3.9 L’image de toute partie compacte par une application continue est compacte.

Théoréme 3.10 Toute fonction continue sur un compact, & valeurs réelles, est majorée et minorée, et ses bornes supérieure
et inférieure sont atteintes.

Corollaire 3.3 Toute fonction continue sur un compact est bornée et la borne supérieure de sa morme est atteinte.

Théoréme 3.11 (Heine®)Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.

3.7 Espaces vectoriels normés de dimension finie
Théoréme 3.12 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Si E est réduit a {0} le résultat est vrai (mais sans grand intérét).
Soit (E, N) un espace vectoriel normé de dimension n, n > 1, soit B = (eq, ..., e,) une base de E. L’application
e+ (K% le) — (E,N)
(@1, @n) = D e Ti€
est un isomorphisme d’espace vectoriel. On va montrer que cette application est un homéomorphisme, c’est-a-dire qu’elle est
bijective (on le sait déja), continue et sa fonction réciproque est continue.
On en déduit que si N’ est une autre norme sur F application

=9 opt (E,N) — (E,N')
T — T

, ou ¢’ est défini similairement & ¢, est continue ainsi que sa réciproque. N’ et N sont donc équivalentes (par exemple, la
continuité de 'application linéaire § donne P'existence d’un constante « tel que Vo € E N'(z) = N'(0(x)) < N(z)) .

On a
Vo = (z1,...,2,) €K" N(p(x)) <Y |2iN(e;) < (Z N(ei)> [
i=1 i=1

Ceci prouve que 'application linéaire ¢ est continue.

Soit S la spheére de rayon 1 et de centre 0 dans K™ muni de || ||o). C’est une partie fermée et bornée de K™ muni de || ||o0)-
C’est donc un compact. Puisque ¢ est continue, ainsi que N, N o ¢ atteint donc un minimum m sur S. Ce minimum est non
nul puisque ¢ est bijective, donc injective, et ne s’annule pas sur S; m = N(p(zg)) > 0.

Soit & non nul dans E alors y = ——x appartient & S. Donc N(¢(y)) > m. Par homogénéité de N et ¢ on obtient

lzllo
N(p(x)) = m||z]lco,

ce résultat étant clairement valable pour x = 0.

Il ne reste plus qu’a substituer ¢~ !(y) & = pour obtenir

~ 1
VyeE [ )l < —N(y),

ce qui exprime la continuité de P’application linéaire =1,

Théoréme 3.13 Dans un espace de dimension finie toutes les notions topologiques sont indépendantes de la norme choisie.

On a déja fait remarquer plusieurs fois que ces notions étaient indépendantes de la norme choisie dans une classe d’équivalence
de normes. Or ici il n’y a qu’une seule classe.

Théoréme 3.14 Si f est une application linéaire de E vers F et si E est de dimension finie, alors f est continue.

6. HEINE (1872) Eduard Heinrich, Berlin 1821 -Halle 1881
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Toutes les normes sur £ sont équivalentes. On choisit une base B = (e1,...,e,) de E et on choisit N(z) = sup;<;<, |7i| si
T=Y 1 wie.

Puisque f(z) = >_1 ; z;f(e;) on en déduit, & l'aide de I'inégalité triangulaire :

n
1F@)le < QO lfellr)N ().
i=1
Ceci prouve la continuité de 'application linéaire f.
Théoréme 3.15 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie les parties compactes sont les parties fermées et bornées

On peut choisir sur F la norme N définie & la question précédente et calquer la démonstration vue dans le cas de K.

On peut aussi transporter le résultat sur K® & 'aide de la fonction ¢, car puisque ¢ et ¢! sont des applications linéaires

continues, une partie A de E est compacte (resp. fermée, resp. bornée) si et seulement si go’l(A) est compacte (resp. fermée,
resp. bornée).

Réciproque : Théoréme de Riesz”
Corollaire 3.4 Dans un espace de dimension finie, de toute suite bornée on peut extraire une suite convergente.

On choisit une norme quelconque (elle sont toutes équivalentes). Si (un)nen est bornée il existe M tel que Vn € N u, €
B(0,M). Or B(0,M) est compact car fermé et borné. Donc on peut extraire de (uy)nen une suite qui converge (dans

B(0, M)).

On remarquera que ce corollaire est équivalent au théoréme dont il découle.

Proposition 3.45 Dans un espace de dimension finie une suite bornée converge si et seulement si elle posséde une unique
valeur d’adhérence.

On vient de voir que toute suite bornée est a valeur dans une boule fermée qui est compacte. On applique alors le résultat
sur les suites & valeurs dans un compact.

Théoréme 3.16 Soit F' un espace vectoriel normé de dimension finie, (e1,...,ey,) une base de E. Soit f : AC E — F une
fonction, a un point adhérent & A. On peut écrire de maniére unique f = fre1 + -+ + fn e, ou les f; sont des applications
de A vers K. Avec ces notations, la fonction f est continue sur A (resp. admet une limite en a) si et seulement si chaque f;
est continue sur A (resp. chaque f; posséde une limite en a, et dans ce cas

n
lim f(z) = E lim f;(z)e;.
r—a r—a
i=1
Ce théoréme peut étre étendu aux suites a valeurs dans un espace de dimension finie, ou aux limites en 400 et —oo

Exemple 3.27 Soit (Mp)pen une suite de matrices de M, (K). On écrit M, = (mgf}))lgmgn. Cette suite converge si et

(p) (»)

seulement si pour tout couple (i, j) la suite (m;; i

(mij)i<ij<n-

)pen converge. De plus si on note m; ; = lim,_, o m; ;) on alim,_, o M, =

Définition 3.34 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une application f de E vers K est dite polynomiale si et
seulement si il existe une base de E telle que f appartienne & la sous-algébre engendrée par les fonctions coordonnées.

On peut vérifier que cette définition est intrinséque, c’est-a-dire qu’elle ne dépend que de f et pas de la base choisie.
Théoréme 3.17 L’ensemble des fonctions polynomiales est une sous-algébre de [’algébre des fonctions numériques continues.

Par stabilité des opérations algébriques vis-a-vis des opérations algébriques, il suffit de montrer que les fonction coordonnées
sont continues. Or elles sont linéaires, et toute application linéaire d’un espace de dimension finie est continue.

7. RIESZ Frigyes, Gyor 1880 - Budapest 1956
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Exemple 3.28 Un cas particulierement usuel est celui des applications polynomiales sur K. Une application f est polyno-
miale si et seulement si il existe une famille finie I de n-uplets d’entiers (p1,,--.,Pn,i)icr €t une famille de scalaires (a;)ier
telles que

f(l‘l,...,ajn) = Zaixllh,i xznq

icl

On note usuellement x; Uapplication (x4, ...,T,) — ;.

Exemple 3.29 La fonction det est une fonction continue sur M, (K) car polynomiale. On a déja utilisé ce résultat plusieurs
fois.

Théoréme 3.18 Si B est une application bilinéaire de E x F vers G et si E et F sont de dimension finie, alors B est
continue.

3.8 Connexité par arcs

Définition 3.35 Si A est une partie d’un espace normé, un chemin continu dans A est une application continue d’un segment
[a,b] vers A.

Les images M =TI'(a) et N =T'(b) s’appellent les extrémités du chemin I' : [a,b] — A. On dit aussi que le chemin I' joint les
points M et N.

Définition 3.36 Une partie A d’un espace vectoriel normé est connexe par arcs si deuzr points quelconques de A peuvent
toujours étre joints par un chemin continu(dans A).

Théoréme 3.19 Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Ce résultat peut s’étendre un peu.

Proposition 3.46 Dans un espace vectoriel normé, toute partie convexre est connexe par arcs.
En particulier, toutes les boules, ouvertes ou fermées, sont connexes par arcs.

Définition 3.37 Une partie A de E est étoilée s’il existe un point My de A tel que pour tout M de A le segment [Moy, M]
est contenu dans A.

Exemple 3.30 Une partie convexe non vide est étoilée, mais la réciproque est fausse, par exemple R — {(z,0),2 < 0} est
étoilée par rapport a (0,0) mais n'est pas conveze.

Proposition 3.47 Une partie étoilée est connexe par arcs.
Exemple 3.31 C* est connexe par arcs, mais n'est pas étoilé.
Théoréme 3.20 L’mage d’un ensemble connexe par arcs par une application continue est connexe par arcs.

Proposition 3.48 (Théoréme des valeurs intermédiaires) L’%mage par une application continue & valeurs réelles d’un
ensemble connexe par arc est un intervalle.

Exemple 3.32 I résulte de ceci que GL,(R) n’est pas connexe par arcs car l’image de cet ensemble par det est R* qui n’est
pas un intervalle. On peut en revanche montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.
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3.9 Exercices et problémes

Exercice 3.1 Deux normes sont équivalentes si et seulement toute boule ouverte mon vide pour une chacune des normes
contient une boule ouverte non vide pour l’autre norme.

Exercice 3.2 (Caractérisation topologique de ’adhérence) Un point x est adhérent & A si et seulement si tout voi-
sinage de x intersecte A.

Exercice 3.3 (Caractérisation topologique de ’adhérence) Un point = est adhérent o A si et seulement si pour tout
r >0, B(xz,r) intersecte A.

Exercice 3.4 (Caractérisation métrique de ’adhérence) Un point © est adhérent o A si et seulement si d(x, A) = 0.
La distance de = a A, notée d(z, A) est égale a inf e a ||z —yl|.

Exercice 3.5 Montrer que l'application
inv : GLp(K)

est continue.

Exercice 3.6 La base canonique de lalgébre des fonctions polynomiales sur K™ est la famille (z* --~m1,’l"), indexée par N™.
Montrer qu’il s’agit bien d’une base de l’algébre des fonctions polynomiales.

Exercice 3.7 L’espace R? privé d’un nombre fini de points est connezxe par arc.



