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Les candidats sont priés de mentionner de fagon tres apparente sur la premiére page de la
copie : MATHEMATIQUES Il - MP.
L’énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere MP, comporte 6 pages.

Si un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et
poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Le but de ce probléme est d’établir que le réel In2 est irrationnel.

1. Fonction h :
Soit la série entiére de terme générglx), n = 0,1, 2, ... définie par la relation suivante :

Un(x) = C5, x".
Rappel : pour tout entier strictement positiét tout entier naturg tel que 0< p < n,

n . , -
Ch = est le cardinal de 'ensemble des parties ayaéitments d’un ensemble de
Y

éléments. Par conventiorCg = 1.

SoitR le rayon de convergence de la série entiere de terme ganéxal la sommeh de
cette série entiere est la fonction définie a I'intérieur de l'intervalle ou}eﬁ, R[ par la
relation :

h(x) = > C3, x".
n=0

a. Déterminer le rayon de convergeriRde la série entiere de terme générglx).

b. Démontrer que, sur l'intervalle ouvert de convergeﬂweB, R[, la fonctionh vérifie
I'équation différentielle linéaire du premier degré.

(1-4x) h"(x) = 2 h(x).
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c. En déduire I'expression di(x) sur l'intervalle ouvert]—R, R[.

2. Fonctions My, :
Soitp un entier strictement posit{p > 1) ; soitM, la fonction définie sur la demi-droite
ouverte]-owo, 1] par la relation :

M9 = 157

Déterminer le développement en série entiere de la fonMipdans un voisinage de 0.
Exprimer le coefficient de a 'aide deCk, ; (= Chic 1)

3. Fonction f:
Soitf la fonction définie par la relation :

f(x) = 1

J1—6Xx+x? .

a. Quel est I'ensemble de définiti@y de la fonctionf ?

b. Déterminer pour quelles valeurs du rééd relation suivante

__1
f(x) = 1_X.h( (1_XX)2).

est vérifiée. En déduire que, dans un voisinage de 0, la fontésehégale a la somme d’une
série de fonction§,,n = 0,1, 2, ..., définies par la relation :

fn(X) = kn MZn.,«.]_(X) Xn.

Les i, sont des scalaires qui seront déterminés ; il vient par suite :
f(X) = D An Man,a(X) X",
n=0

c. Déduire des résultats précédents I'existence d’un développement en série entiere de la
fonctionf dans un voisinage de O :

f(x) = Z an xX".
n=0

Exprimer chaque coefficierst, a I'aide de la somme d’une série. Préciser le rayon de
convergence de la série entiére de terme géagrdln = 0,1,2....

d. Démontrer que la fonctiohvérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre :
a(x)f “(x) + b(x)f(x) = 0,

dans laquelle les deux fonctioagtb sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 2. Les
déterminer.

e. En déduire que les coefficierdg,n = 0,1, 2, ... du développement en série entiere de la
fonctionf vérifient, pour tout entien supérieur ou égal a 1, la relation de récurrei®esuivante
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(R) vn>1 (n+1lan1—-3(2n+1)as+nan1 = 0.

Déterminer les coefficients,, a;, a> etas.

4. Fonction g :
Le but de cette question est la recherche d’'une fongiqui possede les deux propriétés :
i. les valeurs dg(0) et deg'(0) sont données par les relations suivantes :

g(0) =0,9(0) = 1.

ii. le réelg(x) est la somme d’'une série entiére de terme gérgral, n = 0,1,2, dont les
coefficientsb,, n = 0,1, 2, vérifient la relation de récurrence suivante :

(R) vn>1,(n+1)bp1-3(2n+1)by+nbpg =0.

a. Démontrer que les coefficiertig,n = 0, 1,2, sont bien déterminés ; calcuibgr by, b, et
bs.

En supposant le rayon de convergence de la série entiére de terme geméral = 0,1, 2,
strictement positif, déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par la
fonctiong .

b. Etablir la relation :

mmzﬂmj?mm.

c. En déduire I'expression de chaque coefficienau moyen des coefficients
ax, k=0,1,2,..n. En déduire une minoration du rayon de convergence de la série entiére de
terme générab, x", n=0,1,2, ...

d. Soitn un entier strictement positif ; saik, le plus petit commun multiple despremiers
entiers 1,2,..n. Démontrer que le réel,.b, est un entier relatif (dn.b, € Z)

5. Etude des suites (an) oy € (bn) pen
Soit(un) 1, la suite des reels définis par la relation suivante : pour tout emseictement
positif :

Un = bp an1—bn1 an.

a. Calculew; etu,. Exprimer, pour tout entiem supérieur ou égal a 1, le terrag; en
fonction de I'entiem et deun. Etudier le signe des réels, n = 1,2, ..., et la monotonie de cette
suite. Déterminer le plus petit des majora@tde cette suite.

b. Démontrer que la suite des nombres rée&s ) . st définie et strictement croissante ;
déterminer, pour tout entierstrictement positif une majoration de la différence

bn bn—l

an  an1

a l'aide de la constanté et des deux réels, eta, 1. En déduire que la suiteg> ) oy st
convergente. Soi la limite de cette suite :
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A=Ilim

n—co

an

6. Détermination de la limite 2 :
Soit € un réel strictement positif donné. D’apres la question précédente, il existe unintier
tel que, pour tout entiar supérieur ou égal §, le rapporton/a, est encadré par—c eti + ¢ :

A—e< 2—2 < A+e.

a. Démontrer que, lorsque le réetend vers 3¢ 8par valeurs inférieures, les deux fonctions
f etg croissent vers I'infini.

Soientfy, gn, Un etV les fonctions définies par les relations suivantes :

N N
00 = D anx™, gu(¥) = D bx", Un() = f(0) = (3, V(x) = g0 = gn(X).
n=0

n=0

b. Démontrer, lorsque le réelest compris entre 0 et 3- x € [0, 3-/8[ ),
I'encadrement suivant :

V[\ (X)
—_e < VY K +
l € N(X) k E.

c. Démontrer que, pour tout entier natuketionné, il existe une constanmegui majore les
deux fonctiondy etgy sur le segment0, 3-/8 ].

En déduire que la fonctioxn — g(x)/f(x) a pour limiteA lorsque le réek tend vers 3¢ 8par
valeurs inférieures.

d. Déterminer le réel en admettant la relation ci-dessous :

J'&‘/g dx _In2

o iexiw 2

7. Un équivalent du réela, a I'infini :
Soita un réel strictement positif donné ; sgit, ), la suite des réels définis par la relation
suivante :

Vn = na.an.

a. Démontrer qu'il est possible de choisir le réadt deux suitegAn),., €t(Bn) -1, qui ont
chacune, lorsque I'entiercroit vers I'infini, une limite finie, tels que la suit@n) . Veérifie,
pour tout entien supérieur ou égal a 1, la relation de récurrence suivante

Vn+1 - 6 Vn + VrF]_ = n_lz(AnVn + Bn.anl).

b. Soit(Wn) o1, la suite qui vérifie les relations suivantes
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Wo=0,w=3Vn>1 Wp1—-6W,+W,1=0.
Déterminer les réelw, ; en déduire un infiniment grand équivalenivaa I'infini.

c. En admettant que les deux réeletw, sont équivalents a I'infini, en déduire un
infiniment grand équivalent &, lorsque I'entiem croit indéfiniment.

8.Leréelln2n’est pasrationnd :
Soitu le réel défini par la relation :

u= In(3+ 1/§)

a. Démontrer I'existence d’un entibk et d’'une constante positiu€;, tels que, pour tout
entiern supérieur ou égal &y, il vienne :

nu nu
lKle— <ap<2K;E&

2-Jn Jn

b. A l'aide de la majoration démontrée a la question 5.d, établir qu’étant donné umn réel
strictement compris entre 0 ef@ < a < 2), il existe une constant€,, telle que, pour tout
entiern supérieur ou égal &, 'encadrement ci-dessous a lieu :

osx—g—; < K, eanu,

c. Il est admis que le nombid(n) des nombres premiers inférieurs ou égaux a un entier
donné est un infiniment grand équivalenia :

N(n) ~ ﬁ

En déduire qu’il existe un entié\, tel que, pour tout entiar supérieur ou égal B, (n > Ny),
la relation ci-dessous ait lieu.

dn S el,l.n_

d. Soientp, etqn, les entiers (premiers entre eux) définis par les relations suivantes :
pn = dn.bn , qn = dn.an.

Démontrer I'existence d’un rée] strictement positif, d’'une constaritg et d’'un enties
tels que, pour tout entiersupérieur ou égal B3, I'encadrement ci-dessous ait lieu.

K
0<A-Pn<c_Rs
qn (qn)l’+l

Le résultat ci-dessous est admis :

u
0,61< T < 0,62.

e. Démontrer que, di est rationnel, il existe une constartestrictement positive, ne
dépendant que du rationnglpour laguelle I'inégalité ci-dessous est vérifiée.
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f. Endéduire que le réel In2 est irrationnel.

FIN DU PROBLEME
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