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Fonction d’une variable réelle

Exercice 1: FEcrit ENS ULCR 2017
Montrer que toute fonction continue sur R & valeurs réelles et périodique est uniformément continue.

Exercice 2: FEtablir I'inégalité suivante :

2
“t<sint <t t €10, g] Tres utile!
T

d"” P, (x
Exercice 3: Montrer que pour n > 1 il existe un polynéome P, tel que — (arctanz) = #
dxm (14 22)n

Calculer explicitement P, et en déduire, pour x > 0 :

dr (=) Hn—1) .
%(arctan x) = TEEIE sin n arctan -

Exercice 4:
1) Soit f : I — E une application dérivable en x, soient (a,) et (b,) deux suites d’éléments de I telles
que :

— VYnéeNa, <zy<b,,

— Vn € N a, # b,,

— lima,, = g = limb,,.

Montrer que
1

(f(bn) — flan)) = f’(:l?o).

On suppose maintenant f dérivable sur le segment [a, b] et on se donne une fonction g dérivable sur [a, b].
On suppose de plus [|f(b) — f(a)|| = g(b) — g(a).

2) On note ¢ = &2, montrer || £(b) — £(c)| > g(b) — g(c) ou |£(c) — F(@)]| > g(c) — g(a).

3) En déduire l'existence de deux suites (a,) et (b,) et d'un z, vérifiant les hypothéses de la premiére
question et telles que de plus, pour tout n : || f(b,) — f(a,)|| > g(b,) — g(ay).

4) En déduire l'existence d'un xq tel que || f'(xo)| > ¢'(xo).

5) Enremplacant g par g, :  — g(z)+ex, pour un € bien choisi, montrer que si || f(b) — f(a)|| > g(b)—g(a),
il existe zqo tel que || f'(zo)|| > ¢'(z0). En déduire I'inégalité des accroissements finis.

lim
n—+oo b, — ay,

Exercice 5: Soient / un intervalle ouvert borné de R, et D™(I) I’ensemble des fonctions n fois dérivables
sur I, a valeurs réelles.
Soit f € D™(I), on suppose qu’il existe a € I tels que f™ s’annule en a, en changeant de signe. Montrer
que

Ve>0,36>0, Yge DY), |f—gllee <=3 €I, |b—al <eet g™ (b)=0.



