M P2* 2016/2017 Feuille d’exercices 22
Equations différentielles : le théoréme de Cauchy linéaire

Exercice 1:

> Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Toutes les normes sont équivalentes sur E, on en choisit une, notée
| I- Soit @ une application continue de R vers L(E). Soit b une fonction continue de R vers E et zp un élément de E.

> On se propose de démontrer que le probléme de Cauchy

P { a'(t) = a(t)(2(t)) + b(t)

posséde une unique solution sur R.
1) Siu est dans L(FE) on pose
b= s Ju@)|
2€E, |[z]I<1
Montrer que ||u|| est bien définie et que u +— |Ju|| est une norme sur L(E).
2) Montrer que pour tout = de F et tout u de L(E) :

u(@)] < flul |2l

Moutrer que t — |la(t)| est continue.

Expliquer pourquoi si x est continue sur R Papplication ¢ — a(t)(z(t)) est aussi continue sur R.

En déduire que si z est solution du probléme P; alors z est de classe C! sur R.

Montrer que la résolution du probléme est équivalente & la recherche d’une fonction continue z telle que

O U = W
=

P, (t) = 7 + /0 t b(w) du + /0 t a(u)(z(w)) du.

> Soient x; et x5 deux solutions de P, notons z = x; — 5. Soit [—A, A] un segment contenu dans R.
7) Montrer qu’il existe une constante M telle que pour tout ¢ de [—A, A]

=t < [ =) d

8) Soit K = sup,e(_4, 4 [|2(u)||. Montrer par récurrence que pour tout n et tout ¢ de [—A, A] on a

lz(t)] < K(Mriﬁ.

9) En déduire z = 0 puis x; = 2. Comment interpréter ce résultat pour le probléme qui nous préoccupe ?

> On va maintenant construire une suite de fonctions (z,) continues sur R en partant de la fonction constante xg, par
récurrence, en posant

Tnt1(t) = x0 + /0 b(u) du Jr/o a(u)(x,(u)) du.

10) Montrer que cette suite est bien définie.
11) Soit A > 0 montrer qu’il existe des constantes K et M telles que pour tout ¢ de [4, A] et tout entier n
(Mt

lns (1) - 2@ < KT
Indication : Reprendre la méthode des questions précédentes.
12) En déduire que la série > -, 2n41 — @, converge normalement sur tout segment, puis que la suite (x,)nen converge
uniformément sur tout segment vers une fonction notée x.
13) Montrer que x est solution du probléme Ps.
14) Conclure.



