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Le but de ce probleme est d’établir que le réel In2 est irrationnel.

1. Fonction A :
Soit la série entiere de terme général u,(z), n = 0,1,2,... définie par la relation suivante :
Rappel : pour tout entier strictement positif n et tout entier naturel p tel que 0 < p < n, (1’;)
est le cardinal de I’ensemble des parties ayant p éléments d’'un ensemble de n éléments. Par
convention : (8) =1.

Soit R le rayon de convergence de la série entiere de terme général uy,(z); la somme h de cette
série entiere est la fonction définie a U'intérieur de 'intervalle ouvert |—R, R] par la relation :

+oo
n=0
a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere de terme général u, (x).
b) Démontrer que, sur I'intervalle ouvert de convergence |— R, R], la fonction h vérifie I’équation
différentielle linéaire du premier degré
(1 —4z)h/(z) = 2h(x).
¢) En déduire I'expression de h(x) sur I'intervalle ouvert |—R, R|.

2. Fonctions M, :
Soit p un entier strictement positif (p > 1); soit M, la fonction définie sur la demi-droite
ouverte |—oo, 1[ par la relation :

1
(1—a)p
Déterminer le développement en série entiere de la fonction M), dans un voisinage de 0. Exprimer

le coefficient de 2* & I’aide de (z+k_1) (: (gf’f—l))

My(z) =

1



3. Fonction f :
Soit f la fonction définie par la relation :

a)
b)

1
x) = ——.
f@) V1 —6x+ 22
Quel est I'ensemble de définition Dy de la fonction f7

Déterminer pour quelles valeurs du réel x la relation suivante

o) = g ((1_2)2)

est vérifiée. En déduire que, dans un voisinage de 0, la fonction f est égale a la somme d’une
série de fonctions f,, n =0,1,2,..., définies par la relation :

fn(x) = )\nM2n+1($)xn-
Les A, sont des scalaires qui seront déterminés; il vient par suite :

f(x) = iwmmxn.

Déduire des résultats précédents ’existence d’un développement en série entiere de la fonc-
tion f dans un voisinage de 0 :

+o0
flx) = Z:Oan .

Exprimer chaque coefficient a,, a I’aide de la somme d’une série. Préciser le rayon de conver-
gence de la série entiere de terme général a,z", n=0,1,2....

Démontrer que la fonction f vérifie une équation différentielle linéaire du premier ordre :
a(x) f'(x) + b(x) f(z) = 0,

dans laquelle les deux fonctions a et b sont des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.
Les déterminer.
En déduire que les coefficients a,, n = 0,1,2,... du développement en série entiere de la
fonction f vérifient, pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la relation de récurrence (R)
suivante :

(R) Vn > 1,(n+1)apy1 —3(2n + 1)a, + nay—1 = 0.

Déterminer les coefficients ag, a1, as et ag.

4. Fonction g :

Le but de cette question est la recherche d’une fonction g qui possede les deux propriétés :

i.

ii.

les valeurs de g(0) et de ¢’(0) sont données par les relations suivantes :
9(0) =0, ¢'(0) = 1.
le réel g(z) est la somme d’une série entiere de terme général b,z™, n = 0,1,2, dont les
coefficients b,, n = 0, 1, 2, vérifient la relation de récurrence suivante :
(R) Vn =1, (n+ 1)bp+1 — 3(2n + 1)by, + nby—1 = 0.

Démontrer que les coefficients b,, n = 0,1, 2, sont bien déterminés; calculer by, b1, by et bs.

En supposant le rayon de convergence de la série entiere de terme général b, ™, n = 0,1, 2,
strictement positif, déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par la
fonction g.

Etablir la relation :
@) = f(o). [ 7t) .
0

En déduire 'expression de chaque coefficient b,, au moyen des coefficients ax, k = 0,1,2, ..., n.
En déduire une minoration du rayon de convergence de la série entiere de terme général b, x",
n=0,1,2,....



d) Soit n un entier strictement positif; soit d, le plus petit commun multiple des n premiers
entiers 1,2, ..., n. Démontrer que le réel d,,.b,, est un entier relatif : (d,.b, € Z).

. Etude des suites (an)nen €t (bp)nen ¢
Soit (un)n=1,2,... la suite des réels définis par la relation suivante : pour tout entier n strictement
positif :

Un ::bnan—J,_'bn—lan-

a) Calculer u; et ug. Exprimer, pour tout entier n supérieur ou égal & 1, le terme u,+1 en
fonction de l'entier n et de wu,. Etudier le signe des réels u,, n = 1,2,..., et la monotonie
de cette suite. Déterminer le plus petit des majorants C' de cette suite.

b
b) Démontrer que la suite des nombres réels <n> est définie et strictement croissante;
neN

an
déterminer, pour tout entier n strictement positif une majoration de la différence
b bas
G, Qp—1

b
a l’aide de la constante C et des deux réels a, et a,_1. En déduire que la suite (n)
n neN

est convergente. Soit A la limite de cette suite :
bn

A= lim —.
n—+00 Ay,

. Détermination de la limite ) :

Soit £ un réel strictement positif donné. D’apres la question précédente, il existe un entier IV
tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a N, le rapport by /a, est encadré par A — ¢ et
Ate: ;
A—e<—< A +e
Qn
a) Démontrer que, lorsque le réel x tend vers 3 — /8 par valeurs inférieures, les deux fonctions
f et g croissent vers 'infini.

Soient fy, gn, Uy et Vv les fonctions définies par les relations suivantes :
N N
In(@) =3 ana®, gn(x) = 3 baz", Un(z) = f(z) — fn(x), VN (z) = g(z) — gn ().
n=0 n=0
b) Démontrer, lorsque le réel = est compris entre 0 et 3 — /8 (z € [0, 3-8 D, I’encadrement

suivant :
Vn(x)
Un(z)
¢) Démontrer que, pour tout entier naturel N donné, il existe une constante A qui majore les
deux fonctions fy et gy sur le segment [0, 3— \/§]

A—e< <A+e

En déduire que la fonction z +— g(z)/f(x) a pour limite A lorsque le réel x tend vers 3 —+/8
par valeurs inférieures.
d) Déterminer le réel A en admettant la relation ci-dessous
=VE L dp  In?2
A Vi—6z+a? 2
. Un équivalent du réel a, a Pinfini :
Soit o un réel strictement positif donné; soit (vy,), oy la suite des réels définis par la relation

suivante :
Up, = n%.ay,.



a)

b)

c)

Démontrer qu’il est possible de choisir le réel a et deux suites (Ay),>; et (Bn),»;, qui ont
chacune, lorsque Ientier n croit vers I'infini, une limite finie, tels que la suite (v, ), oy vérifie,
pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la relation de récurrence suivante

Upt1 — 6Up + 01 = (Ap.vp + Brvp—1).

n?
Soit (wp)n=0,1,2,... la suite qui vérifie les relations suivantes

wo=0,w; =3, Vn = 1,wy41 — 6w, +wyr—1 =0.
Déterminer les réels w,, ; en déduire un infiniment grand équivalent a w,, a l'infini.

En admettant que les deux réels v,, et w,, sont équivalents a I'infini, en déduire un infiniment
grand équivalent & a,, lorsque I'entier n croit indéfiniment.

8. Le réel In2 n’est pas rationnel :

Soit u le réel défini par la relation :

a)

f)

u:ln(3+\/§).

Démontrer 'existence d’un entier N7 et d’'une constante positive K7, tels que, pour tout

entier n supérieur ou égal a Vi, il vienne :
1 nu nu

e e
—Ki— <a, <2K;—.
2 1 \/’71 X Un x 1 \/ﬁ
A Taide de la majoration démontrée a la question 5.d, établir qu’étant donné un réel a
strictement compris entre 0 et 2 (0 < a < 2), il existe une constante Ky, telle que, pour
tout entier n supérieur ou égal a N7, ’encadrement ci-dessous a lieu :

0<A— = < Koe ™™,

Gnp,

Il est admis que le nombre N(n) des nombres premiers inférieurs ou égaux a un entier n

7’ . . 7’ . N n
donné est un infiniment grand équivalent a on
nn

n
N(n) ~ —.
(n) Inn

En déduire qu’il existe un entier No tel que, pour tout entier n supérieur ou égal a Ny

(n > Na), la relation ci-dessous ait lieu
dn < 61’1'n.
Soit py, et g, les entiers (premiers entre eux) définis par les relations suivantes :
Pn =dn.by; qn = dp.ay.
Démontrer 'existence d’un réel r, strictement positif, d’une constante K3 et d’un entier N3
tels que, pour tout entier n supérieur ou égal a N3, 'encadrement ci-dessous ait lieu.
0< )\ — Pn < &
dn (Qn)T_H
Le résultat ci-dessous est admis :

u
1< — 2.
0,61 < - <06

Démontrer que, si A est rationnel, il existe une constante L, strictement positive, ne dépendant

que du rationnel A, pour laquelle I'inégalité ci-dessous est vérifiée.

L
APl =2
dn dn

En déduire que le réel In2 est irrationnel.

FIN DU PROBLEME



