Théoréme de la Limite Centrale.

Notations

On introduit les trois espaces vectoriels sur R de fonctions suivants
~ Co(R), lespace des fonctions continues u de R dans R telles que

lim u(z) =0= lim u(z).
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On rappelle qu'une telle fonction u est nécessairement bornée sur R.
- C§°(R), Pespace des fonctions continues et de classe C> (sur R) u de R dans R
telles que
vk €N, lim «®(z) =0= lim «®(z).

T——00 T—+o0a

On a noté u® la dérivée k-ieme de u.
— P(R), l'espace des fonctions continues positives bornées de R dans R dont
I'intégrale sur R est égale a 1.
On munit Cy(R) de la norme de la convergence uniforme ||| : plus précisément, pour
toute fonction u € Cyp(R), on pose

[ullec = sup |u(z)].
z€R

On pourra utiliser librement le théoreme de Fubini admsis ci-dessous :

Théoreme 1. (Fubini) Soit (x,y) — F(x,y) une fonction continue de R x R dans
R. On suppose que F vérifie les trois propriétés suivantes.

1] Pour tous réels x,y, les deuz intégrales fj;o |F'(v,y)|dv et f_JrOC: |F(z,t)|dt convergent.

2] Les fonctions y — fj—;o |F(z,y)|dz, © — fjoooo |F(z,y)|dy, y — fj;o F(z,y)dx,

T f_t:)o F(z,y)dy sont toutes continues sur R.

3] yr— fjc:o|F(as, y)|dz est intégrable sur R, c’est & dire que intégrale :

[ v ay

oo o]
converge.

Alors dans ce cas, y — fj;o F(z,y)dx et x — fj;o F(z,y)dy sont intégrables sur
R, et leurs intégrales sur R sont égales. Autrement dit, on peut intervertir les deux

intégrales :
/joo (/_+oo F(x,y)dx> dy = /+oo </+OO F(.T,y)dy)dx'
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I. Préliminaires

Pour f et g appartenant respectivement a P(R) et Cy(R), on définit le produit de
convolution f * g par la formule

+oo
Ve eR, fxg(z)= f(t)g(x — t)de.

On définit f = g(x) par la méme formule si f € C4(R) et g € P(R).

Q1 Soient f € P(R) et g € Co(R). Montrer que I'intégrale fj;o f(t)g(z—t)dt converge
pour tout réel z. Puis montrer que f * g définit une fonction continue sur R. (On
pourra utiliser le théoreme de continuité sous le signe [ et on vérifiera avec soin que
les conditions de validité sont remplies). Vérifier de plus que

Vz € R, fxg(z)=g* f(x).

Q2 Montrer que liI_il_l f*g(z) = 0. (On considérera une suite réelle quelconque

(2n)nen tendant vers +00. On vérifiera avec soin qu’on peut appliquer le théoreme de
convergence dominée pour étudier 1151_1 f = g(zy,)). Montrer de méme que
n—-10ocC

lim f+g(z) = 0.

Q3 Soient f et g appartenant & P(R). Montrer alors que f % g définit une fonction de
P(R). Plus précisément, montrer que f * g définit une fonction continue sur R, bornée,
positive et d’intégrale égale a 1. (On appliquera le théoréme de Fubini a la fonction
(z,y) — f(y)g(xz — y) et on pourra se contenter de ne vérifier que les conditions 1] et

3]).

Dans la suite on admettra et utilisera librement le résultat suivant. Si f et g
appartiennent & P(R) et u est une fonction de Co(R) alors,

Soient fi,..., f des fonctions de P(R). On définit alors le produit de convolution

f1*%...% f, par récurrence comme suit :

fixoooxfo=(fix... % fie1)* fr, VE € {3,...,n}.

11 est clair que fi % ... * f, est une fonction de P(R).

Dans la suite, on notera f*" la fonction f *...x* f, la fonction f intervenant n fois.
I1. Une classe d’opérateurs sur Cy(R)

Soit f une fonction de P(R). On lui associe 'opérateur T agissant sur Co(R) défini

pour tout u € Co(R) par
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D’apres Q1 et Q2, T définit un endomorphisme de Cy(R).

Q4 Soit f une fonction de P(R). Prouver que pour tout u € Cy(R),
1T ()| o0 < fluloc -

Q5 Solent f et g deux fonctions de P(R). Prouver que pour toute fonction u de Co(R),
TyTy(u) = T,Ty(u)

ou TyT, désigne la composée des opérateurs T et T, .

Q6 Soicnt fi, f2, g1, g2 des fonctions de P(R). Prouver que pour tout u € Co(R),

||Tf1Tf2 (u) - Tnggz(u)”OO < HTf1 (u) - Tg1 (U)HOO + ”Tf2 (u) - ng(“’)HOO

Q7 Soient f et g des fonctions de P(R). Prouver que si u € Cy(R), alors pour tout
n € N .
I(T5)™(w) = (T5)" (w)lloo < 1| Ty(u) — Ty(u)|oc -

ITI. Lois normales

On introduit pour tout réel h > 0, la fonction

1 22
)= e zr, xelR
9n() h/2r

dite loi normale de parametre h. On admet que g; est une fonction de P(R).

Q8 Pour tout réel h > 0, montrer que g, est une fonction de P(R), puis calculer les
deux intégrales suivantes :

+o0 +oo
/ zgp(x)dz, / z?gy(z)dz .

-0 o}

Soient hy > 0 et hy > 0 deux réels strictement positifs. On admettra que :

C@Z—) ha * Gha = G
ol h = /h?+ h2.

Q9 Soit h > 0. Etablir les deux égalités suivantes entre opérateurs :

Wn € N*, Tgh:<Tg%)”: (00 )

U
IV. Convergence faible sur P(R)

Définition : Soit (f,)nen une suite de fonctions de P(R). On dira que (f,) converge
faiblement vers f, f étant une fonction de P(R), si pour toute fonction u de Co(R),

lim [Ty, (u) — Ty (u) oo = 0.

n—-—+oo



Soit u une fonction de Cp(R). On fixe un réel A > 0 et on considere la fonction

T,.(uw) : R — R définie pour z réel par :
+o0 +oo
(o2 0)(@) = (@) = [ onloute =it = [ guto— oy

ou g a été défini au début de la partie III.

Q10 Soit A strictement positif fixé et £ € N. Démontrer qu’il existe un polynome P,
dont on précisera le degré tel que :

k 22

Ve € R, (——gn)(x) = Pn(a)e 5.

wgh

Q11 Soient h,a € R™ et k un entier positif ou nul. Prouver qu’ il existe une fonction
¢ - R — [0, +00[ continue par morceaux et intégrable sur R telle que :

Vz € [—a,a],Vt € R, |Pon(z — t)e” R | < éx(t).

S . : _a—n?

La fonction ¢ ne dépend que de h,a et k. (On pourra majorer | Py (z — t)e w2 |
. (@2

indépendamment de (z —t). Ensuite on pourra majorer convenablement e~ 42 pour

lt| > 2a et = € [—a,al).

Q12 Soient h strictement positif fixé et u € Co(R). Démontrer que T, (u) est une
fonction de classe C*! sur R. Puis montrer que T, (u) est de classe O™ sur R,

Q13 Pour h strictement positif fixé et u € Cy(R), démontrer que T, (u) est une
fonction de C°(R).

—a 400

Q14 Soit o un réel strictement positif. Déterminer lim gn(t)dt et lim gn(t)dt.

h—0T J _ h—0t J,,

Q15 Soit u € Co(R). Prouver que

Tim |, () = o = 0.

Pour cela on utilisera la question précédente ainsi que le résultat admis suivant, valable
pour tout u € Co(R) :

(pg) Ve>0,3a>0, Va,y € R, |z —y| < a = Ju(z) — uly)| < e

Q16 Soit (f,)nen une suite de fonctions de P(R) et f une fonction de P(R). On
suppose que pour toute fonction u de C{°(R),

lim [Ty, (u) = T¢()]|lo = 0.

n—-+0o0o

Prouver alors que (f,,) converge faiblement vers f. (On pourra utiliser les questions 4
et 15).



Dans la suite, f est une fonction de P(R) telle que z — 2* f(z) est aussi dans P(R).
On admet que Pintégrale fj;o tf(t)dt converge et on supposera que f_Jr;o tf(t)dt = 0.
Pour tout n entier strictement positif, on introduit les deux fonctions f,, et f# définies
par :

Vo €R, fuls) = Vaf(V/az), £F(z) = nafu(x).
On admettra que f, et f7 appartiennent & P(R). ( 8 Ll'>

—_ —_— t /
Q17 Soit z € R et u € C°(R). Vérifier que t — u(z —t) 1;2(55) +tu (z)

continiment en t = 0. Puis montrer que pour tout n € N* on a :

oo fulr —t) —u(z u'(z "
(T (@) @) = 5u'@) = [ ( eoh-uy i) 1, (:c))f#(t)dt,

se prolonge

oll 1’ désigne la dérivée premiere de u et u désigne la dérivée seconde de wu.
Q18 Démontrer que pour toute fonction u de C§°(R),

n(Ty, (u) —u) — lu”

5 = 0.

o0

lim

n—-+oc

(On pourra considérer les trois intégrales [~ 7 [ et f;m, avec o > 0 bien choisi,
dans le second membre de la formule de la question précédente).

Q19 Montrer que pour toute fonction u de C(R),

lim (|75, (u) — Ty (1) o0 = O,

n—-+o00

ol g1 a été définie au début de la partie III. (On pourra utiliser les questions 7, 9
et 18). Conclure que la suite (f:") converge faiblement vers g; ; on rappelle que la
notation f*7 a été définie juste apres la question 3.

FIN DU PROBLEME. ( Ou’au'm ap )

Ce dernier résultat intervient en théorie des probabilités. Il constitue une version
faible du théoréeme de la limite centrale dans le cas de variables aléatoires & densité

de probabilité f continue bornée sur R.
Q20 . Demokren & piombhox R4 ) POogR >
&2/1 v Demontnon ‘PO wanttor R2 ,dq\af('f 4
22 - Demontien & adoultat RS2 / POF >
G2y - Démontne & Lwobtar py gase b
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