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* ok ok

Le probléme est consacré a ’étude de la répartition de certains ensembles d’entiers dans les suites arith-
métiques. Les deux premiéres parties sont consacrées a des ensembles arbitraires, et les deux suivantes a
I’ensemble des nombres premiers.

Les parties I, IT et IITI sont indépendantes. La partie I'V utilise les résultats de la partie III.

Préambule

Le cardinal d’un ensemble fini X est noté |X|. Si E et F sont deux ensembles quelconques, on note E \ F
I’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a F.

On dira qu’une suite finie ai,..., a, d’entiers relatifs est en progression arithmétique si ’on peut trouver
deux entiers a et b tels que a; = a+bipouri=1,...,r. L'entier b est alors la raison de cette progression
arithmétique.

1

Si E et F sont deux ensembles finis, la discrépance de F par rapport a E est ’entier positif

A(E,F) = \|FmE| - \E\FH.

1) Soit X un ensemble fini de cardinal d. Soit P(X) I'ensemble des sous-ensembles de X.
a) Calculer le cardinal de P(X).
b) Calculer en fonction de d les sommes Y p_ok (&) et So0_o k(k —1) (&).
1 1 2
c) Calculer les sommes P Y verp Y] et P Yverpo Y12

d) Montrer I'égalité m Yverpo AXY)? = d.

2) Si N et q sont deux entiers strictement positifs, et si a est un entier relatif, on note S, o(N) I’ensemble
des éléments de {1,...,N} qui sont congrus & a modulo q. On note P(N) = P({1,...,N}).
a) Montrer que pour tous entiers 1 < a < q < N, le cardinal de Sq o(N) est strictement inférieur
al+N/q.
b) Montrer que pour tous entiers 1 <t < N, on a

|P(1l\l)| Z Z ZA(Sq,a(N)>Y)2 < 2Nt

YeP(N) a=1a=1
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3) Déduire de la question précédente qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout entier N strictement
positif, il existe un sous-ensemble Y de {1,..., N} vérifiant, pour tout q compris entre 1 et N et tout a
entre 1 et ¢, I'inégalité A(Sq,o(N,Y) < CN?/3, On pourra pour cela choisir judicieusement la valeur de t
dans l’inégalité ci-dessus.

IT

Dans cette partie, on note £ 1’espace vectoriel des fonctions ¢ : Z — C qui sont nulles en dehors d’un
ensemble fini. Si c est un élément de £, on note ¢ : R — C la fonction x — c(n)e?'™*, On pourra
remarquer que, par définition de l'espace &, le membre de droite de ’expression ci-dessus est une somme
finie.

1) a) Soit ¢ : Z — C un élément de £. Pour tout entier n € Z, montrer les égalités

/ (e 2 dx = c(n) et / RGP = Y le(m)P

=0 x nez
b) Soient ¢ et d deux éléments de £. On définit leur produit de convolution ¢ xd : Z — C par la formule

cxd)m)= Y cp)da).

(p,q)€Z?, p+q=n

Montrer que c * d est bien défini et appartient a £.
c) Avec les notations de la question précédente, montrer 'égalité ¢ * d = ¢d.

Dans ce qui suit, soit N un entier strictement positif et soit Y un sous-ensemble de {1,...,N} de cardinal r.
On note n =1/N et x : Z — C la fonction définie par x(k) =1—nsike Y, x(k)=-nsike {1,...,N}\Y
et x(k) = 0 sinon.

2) Montrer I'égalité > ., x(n) =0.

3) SiE est un sous-ensemble fini de Z, on note V(E) la quantité |[ENY|—n|EN{1,...,N}|. Soit c_¢ la fonction
caractéristique de —E, qui vaut 1 en n si —m € E, et 0 sinon. Montrer I’égalité V(E) = (x * c_g)(0).

Soit s un entier positif inférieur ou égal a N. On s’autorisera plus tard a choisir s de maniére adaptée en
fonction de N.

4) Soit q un entier strictement positif. On note cq la fonction caractéristique de ’ensemble
Eq={ncZtq qdivise n et [n| <sq}.

a) Soit n > 2 un entier. Soient «y,...,x, des nombres réels. Montrer qu'il existe deux entiers distincts
i,j € {1,...,n}, et un entier relatif h € Z, tels que |&; — oj — h| < 1/n.

b) Soit & un nombre réel, et soit Q un nombre entier strictement positif. Montrer qu'il existe un entier
q€{1,...,Q} et un entier h tels que |qx — h| < 1/Q.

¢) Soit o« un nombre réel. Montrer qu'il existe une constante K > 0 indépendante de N et s, et un entier
q < 8s tel que [Cq(ex)| > Ks.

5) Soit p un entier. On note Eqp, =p+Eq={ne€Ztgqn—-peEq}.
a) En utilisant la question II-1a, montrer l'inégalité

Z ZV(Eq,py > K*n(1 —n)Ns?.

1<q<8s pEZ

b) En choisissant judicieusement s, montrer que l'on peut trouver une constante K’ > 0 indépendante
de N et de Y, et un sous-ensemble Z d’éléments de {1,...,N} en progression arithmétique tels que

YN Z|—n|zZ|| > K'yv/n(1 —m)N4,
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III

1) Soit w : [1,00[— R la fonction définie par w(u) =1/usil <u<2et

U Ji=1

w(u)z%—k 1[_ w(t) dt

pour u > 2.

a) Montrer que la formule ci-dessus définit bien une fonction continue sur [1, o[, de classe C? sur |2, co].
b) Montrer que pour tout réel u > 1, on a 1/u < w(u) < 1.

c) Montrer que uw’(u) = — [, w/(t)dt pour tout réel u > 3.

d) Montrer que pour tout entier k > 0, on a lim, ., ukw’(u) = 0.

e) Montrer que w admet une limite finie en +o00. Dans la suite du probléme, on notera L cette limite.
f) Soit & la fonction u — w(u) — L. Montrer I’égalité

Yu>3, ud(u) = — /oo @(t)dt.

t=u-1

g) Montrer que pour tout réel C > 1, il existe deux nombres réels u,v > C tels que w(u) < L < w(v).

Dans la suite du probléme, si x est un nombre réel strictement positif, on notera 7(x) le nombre de nombres
premiers inférieurs ou égaux a x. On admettra le théoréme suivant, dit théoréme des nombres premaiers.
Théoréme II1.1 Il existe une constante C > 0 telle que

Vx> 1, |m(x)

_ L‘ _x
Inx| = " (lnx)?’

Dans la suite on notera P l’ensemble des nombres premiers.

2) Montrer l'existence d’une constante K > 0 telle que pour tous réels 1 < a < b, on ait
L L

Inn (Inb)?

n(b) —m(a) = Y

as<n<b

3) Soit f : ]1,00[ — [0, 00[ une fonction, et soient 1 < a < b deux nombres réels. Soit a~ le plus grand
entier strictement inférieur & a, et soit b° le plus grand entier inférieur ou égal a b, c’est-a-dire la partie
entiére de b.

a) Montrer 1’égalité

Yoo )= ). mm)(f(n) - f(n+1)) — m(a”)f(1 + a”) + m(b%)F(1 + b°).

peEP, aspghb as<n<b

b) Montrer I’égalité

;b % = <z;bﬂ)(n)(f(n) —f(n+1)) = 7(a”)f(1+ a”) +P(b)f(1 + b°),

ou l'on définit, pour tout réel x entre a et b, P(x) = m(a™) + >,y 1/1n(k).
¢) En déduire 'inégalité

> - X | <K K Y il ) - o)

pEP, asp<hb as<n<b ag<n<b
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ou K est la constante introduite dans la question 2.
d) Soit k un entier supérieur ou égal & 2. Montrer que la série ), -, 1/(n(Inn)*) converge et que pour
tout réel a > 1, on a

1 1 1
Z n(lnn)* < (k — 1)(lna)*? * a(lna)k’

nza

e) En utilisant les questions précédentes, montrer qu'il existe une constante K’ > 0 telle que pour tous
réels 1 < a < b, on ait

DN S
pep ety PP)? T 2(Ina)® T (Ina)”

4) Montrer ’existence d’une constante K” > 0 telle que pour tout réel x > 1, on ait

1 X
< K// .
Z (Inmn)? (Inx)?

2<nx

Si x et y sont deux réels strictement positifs, on notera ®(x,y) le nombre d’entiers compris entre 1 et x
au sens large dont tous les facteurs premiers sont supérieurs ou égaux a y. Par convention, pour tout réel
y > 0, on pose O(1,y) =1.

5) Pour tous réels 1 < y < x tels que /x < y, montrer l'inégalité |D(x,y) — 7t(x) + 7(y)| < 1 et en déduire
qu’il existe une constante D; > 0 telle que pour tout réel x > 1 et tout réel y satisfaisant /x <y < x,

on ait X X y
] — —‘ <Di|l—=+—).
() Inx 1((1nx)2 * lny)

6) Soient x et y deux réels strictement positifs. Pour tout y’ > y, montrer 1’égalité
X
o(xy)=0xy)+ Y. o(L,p).
PEP, ysp<y’ P

7) a) Pour tout réel x > 1 et tout réel y satisfaisant x*/3 <y < x'/2, montrer 1’égalité

VX (Inx)dt _Inx /lnx
! +/t:y tint)?((lnx)/(nt) — 1) @‘”(ﬁ)

b) Montrer l'existence d’une constante D, > 0 telle que pour tout réel x > 1 et tout réel y satisfaisant
x1/3 <y < x'/?, on ait

X Inx

000 y) - e

X
(Iny)?”

@)’@2

On appliquera la question I1I-6 avec y' = /x.
c) Montrer 'existence d’une constante D > 0 telle que pour tous réels 1 <y < /X, on ait

X Inx X
D(x,y) — —w( ‘ <D .
‘ () lnyw(lny> (Iny)?

On pourra pour cela raisonner par récurrence sur I’unique entier n > 2 tel que x*/("+1) <y < x¥/™,
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Dans cette partie, si q est un entier strictement supérieur & 1, on note ¢(q) le nombre d’entiers

n € {1,...,q} qui sont premiers a q.

1)

2)

3)

a) Soit y > 2 un nombre réel. On note q(y) le produit des nombres premiers strictement inférieurs a y.
Montrer que, quand x tend vers +oo, on a

D) 2L

q(v)

b) En utilisant la partie précédente, en déduire

ICIC)N

B ) =t

ou L est le nombre réel défini dans la question ITI-1e.
c) En utilisant les questions 3 et 4 de la partie précédente, montrer par ailleurs que quand y tend
vers +o00, on a

In(q(y)) ~v.

Soit y > 2 un nombre réel. Afin d’alléger les notations, on notera q = q(y). Soient m et n deux entiers
strictement positifs. On considére la matrice rectangulaire M(m,n, q) de taille n x m dont le coefficient
d’indice (1,j) est

M(m) n, q)i]' =i+ (m + ))q

pour (i,j) € {1,...,n} x {1,...,m}, et 'on suppose n < q.
a) Montrer que le nombre de lignes de M(m,n, q) contenant au moins un nombre premier est inférieur
ou égal a ®(n,y).
b) Soit N le nombre de nombres premiers apparaissant comme coeficients de la matrice M(m,n, q).
Montrer 1’égalité
N= 3" (a(n+(m+j)q) - n((m+j)q)).

1<j<m

¢) On note My = N/m et Mg = N/®(n,y). En supposant N > 0, montrer 1’égalité

( n ) cmzima_®y) g
In(mq) ¢(q)In(mq) n ¢(q)

En appliquant les résultats ci-dessus a des valeurs de m et n bien choisies en fonction de y, montrer que
I'un des deux énoncés suivants est vrai :

— Soit ®p un nombre réel. On peut trouver un nombre réel o > &g, une constante A > 1 et une infinité
d’entiers x > 1 tels que
(Inx)(7t(x + (Inx)*) — 7(x)) > A(Inx)*.

— Soit 3p > 0 un nombre réel. On peut trouver un nombre entier 3 > (3¢, une constante A > 1 et
une infinité d’entiers q > 1 tels qu’il existe une suite d’entiers ai,..., a s premiers a ¢, en progression
arithmétique de raison ¢, avec qP < a; < 2qP*!, pour laquelle le nombre de nombres premiers parmi
les a; soit strictement inférieur a
-1 q®
In(q®)e(q)’

On commencera par estimer le membre de droite dans 1’égalité de la question précédente, et on appliquera
la question 1g de la partie ITI.
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Corrigé

1) a) Par récurrence sur d, [P(X)| = 24.
b) ZSZO (i) x¥ = (1 +x)4. Par dérivations et substitution de 1 & x on obtient Zgzo k (g) =d29 1 et
d _
Shoklk - 1) (9 = dla - 2=
—_dad d
c) |7)(X)\ ZYG”P(X) ‘Y‘ =2 d Zk:o k (k) = d/2'

m Mverpo Y2 =270 00k (1) = 274 o(k(k — 1) + K) (§) = d(d +1)/4.
d) Pour Y € P(X), on a A(X, V)2 = (2]Y] — |X])2 = 4|Y[2 — 4|X]||Y| + |X|2.

11 vient Wlxn Sverpo A Y)? = d(d+1) —2d2 + d? = d.

2) a) x € Sq,a(N) & (x = a)/q € ZN[(1 = a)/q,(N — a)/q] = [0, [(N — a)/q]]
donc [Sq,a(N)|=1+[(N—a)/q)] <1+ (N-a)/g<1+N/q.
b) Pour S € P(N) et S’ =[1,N]\Sona
Dvery) AS V) = 3oy, ep(s) Lvaer(sn AlS, Y1)? = [PS)IIP(S)]IS| = [P(N)||S| d’aprés 1d.
d’ou \P(lN)| Z;:l 22:1 ZYGP(N) A(Sq,a(]\I%Y)2 = Zzzl 22:1 Sq,a(N)| = E;:l N = Nt.

3) Soit t € [1,N] & choisir. On prend Y tel que s = 22:1 > d_ L A(Sq,a(N),Y)? soit minimal. Pour ce
choix, on a s < 2Nt et A(Sq,a(N),Y) < V2Nt pour tous q,a tels que 1 < a < q < t. En prenant
t = [N'/3] et C > v/2 on obtient I'inégalité demandée.

Reste le cas q > N3 : A(Sq,a(N),Y) < [Sq,a(N)| < 14+N/q < 1+ N?/3 < 2N?/3. Donc C = 2 convient
dans les deux cas.

II
1) a) [l e(x)e?™dx = [ 3, e(k)e T dx = Y, c(k) [, e mx ax,
L’interversion série-intégrale est justifiée par le fait que la série est une somme est finie.
Par calcul, le:o e2imk—m)x dx = 0si k #n et 1 si k = n, ce qui donne la premiére formule.

On a ensuite

/Xl [e(x)|? dx = /Xl c(x)c(x) dx

=0 =0

= [ b ety ax

= nez

= S ewe )
nez x=0

=3 e

nez

b) La somme définissant (¢ * d)(n) est une somme finie puisque ¢ € &, donc ¢ * d est bien défini. En
supposant c(p) = 0 pour |p| > P et d(q) = 0 pour |q| > Q, on obtient (cxd)(n) = 0 pour |n| > P+Q
donccxd € €. R
c) Développer le produit ¢(x)d(x) sachant que les sommes sont finies.
2) Calcul immédiat.
3) On a bien x,c_t € £ donc X * c_g existe. De plus,

(e £)(0) = X penX(P)e £ (P) = X ce X(P) = (1 —M)ENY] —n[EN[L,N]\ Y| = V(E).
4) a) On considére les réels B; = oy — [ | € [0, 1] que I'on classe par ordre croissant

0< By, <Py, <.v <Py, <1 Py, + 10
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S'il existe k > 2 tel que Bi, < PBi,_, +1/nalors 0 < o, — iy, — (|oxi ] — [y, ]) < 1/n. Sinon,
Bi, > P, +(n—1)/met 0 <o, — o, — ([, ] — [, ] +1) <1/n.

b) Prendre n = Q, o = iax.

c) [Cq(x)] = | Y po_ €™ A% = |1+ 23 _ cos(2mkqa)| > 1+ 2s — 2>, _, |1 — cos(2mkqo)|.

Le cas s = 0 n’est pas clairement exclus par 1’énoncé, mais la question n’a pas de sens dans ce
cas car il faudrait ¢ = 0 et co n’est pas défini. On suppose donc s > 1, on prend Q = 8s et q
associé dans b. Il vient |1 — cos(2mkqx)| = | cos(27tkh) — cos(27tkqor)| < 27'ck|h qoc| 2nk/Q, puis
[Cq(o)| = 1425 =Y _,4nk/Q =1+42s — (s + 1)/4 = (1 — 71/4) + (2 — m/4)s > (2 — 7/4)s.

5) a) En reprenant les calculs de 3, on a aussi (x*c_g)(p) = V(p+E) pour tout entier p d’oﬁ, pour E=Eq4
V(Eqp)? = (Xx*cq)(p)® = |(x*cq)(p)|?. Avec II-1a, il vient

Z ZV(Eq,p)2= Z / IX* Cq(t)]? dt

1<q<8s peZ 1<q<8s
- [ ROPCY Ra0Pa
t= 1<q<8s

1
> K252 / R0 dt
t=0
— k22 3 ()2

nez
= K2s((1 =n)? Y[ +n*(N = |Y]))
= K?s®Nn(1 —n).

b) x(n) =0sin| > N+1letcq(n)=0sin|>sq+1donc V(Eqp) = (Xx*cq)(n) =0si|n| > N+sq+2.
Ainsi la somme double précédente comporte au plus 2211(2N +2sq+3) = 8s(2N +s(8s + 1) + 3)

termes non nuls. En imposant s? > 2N + 3, ce nombre est au plus égal & 8s(9s? + s) < 80s>. Un des
termes de la somme est donc au moins égal & K?s2Nn(1 —n)/80s% = K?n(1 —1)/80 x (N/s). Avec
=[v2N +3] <3v/NonaN/s>vN/3et K =K/\/240 convient.

III

1) a) Par récurrence sur n > 2, w est définie et continue sur [1,n] et de classe C? sur |2,n].
b) Par récurrence sur n > 2, pour 1 <u<n,onal/ucx w( ) < 1.

c) uw(u) =1+ flufl w donc uw’(u) + w(u) = w(u —D=wl) - [ w.

d) uw'(w) = wu-1)-w) = (L - DA+ [ w) - § [i-, @ = 0(3)0(w) + O()0(1) = O(3)

donc uw’(u) — 0.
u—o0

Le cas k = 1 est donc traité. Le cas k € N* se traite par récurrence a l'aide de c.

e) Avec k =2, W' est intégrable sur [1, oc0[.

f) d(u) =-— f w’ = o(Z) puisque w’(t) = o(%) donc & est intégrable sur [1,00[. Les deux membres
ont méme limite nulle pour u — oo ; il sufﬁt de vérifier qu’ils ont méme dérivée sur |3, oo[, ce qui
résulte de c.

g) Sinon, & est de signe constant sur [C, oo[ et avec le signe — dans 1'égalité précédente, on obtient & = 0
sur [C, oo puis, par dérivation, & = 0 sur [C -1 oo[ , sur [1, 00[ ce qui est absurde.

2) Par comparaison série-intégrale, 3, 1, 1/In(n ft a dt/ In(t) + O(1) pour 2 < a < b.

Puis [ dt/In(t) = [t/ In(t)]>_, + [ dt/In? (t) =b/In(b) — a/In(a) + [ dt/In?(t).

De méme, [ dt/In?(t) = [t/In?(t)|0_, + [, 2dt/In*(t) = b/In(b) — a/In%(a) + [ 2dt/In’(t).

Supposons a > e

Alors 2/1n%(t) < %/1n2(t) pour tout t > a donc 0 < %ftb:a dt/In?(t) < b/In%*(b) — a/In%*(a). Ceci

prouve que |, tb:a dt/In*(t) = O(b/In?*(b)). En combinant avec I'inégalité du théoréme des nombres
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premiers, on obtient 7t(b) — 7t(a) — Y- <<y, 1/In(n) = O(b/(Inb)?) sous la condition e* < a < b. Le
cas a < e* s’en déduit par addition d’une constante.
3) a) Par récurrence sur b°.
b) Idem.
¢) Immédiat.
d) Comparaison série-intégrale.
e) On prend f(t) = 1/(tln?(t)) :

1 Kb n
Z fp) < Z nln®(n) * (b° + 1) In?(b) In?(b° 4 1) K Z In?(n) [f(n+1) = ).

peP, a<pkhb as<n<b as<n<b

Avec la question précédente,

1 1 1
Z nln3(n) S 21n?(a) +O<1n3(a)>'

a<n<b
Ensuite,
Kb 1 1
e - lwe) =@
(% + 1) In*(b) In*(b° + 1) In*(b) In°(a)
Enfin,
n+1 n+1
f(n+1) — f(n)| = / (1) dt’ :/ —f(t)dt
t=n t=m
avec —f'(t) = In(t) + 2 3 si a > e? (hypothése non restrictive). Ainsi,

t2In®(t) ~ n2In?(n)

Y -t Y s =0(5),

a<m<h (n) a<m<h n1n4(n) lns(a)

4) Comparaison série-intégrale, avec [,_, dt/In’(t) = O(x/In?(x)) vu en 2.

5) Sin € [1,x] et tous ses facteurs premiers sont supérieurs ou égaux 4y alors n = 1 oun > y et est premier
car sinon n > y? > x. Réciproquement, sin = 1 ou n est premier compris entre y et x alorsonan € [1,x]
et tous les facteurs premiers de n sont supérieurs ou égaux a y. Ainsi, ®(x,y) =7t(x) —m(y — 1)+ 1 et
|O(x,y) — 7t(x) + 7(y)| = |n(y) — 7(y — 1) + 1] < 2 ??? Si on élargit l'intervalle pour y : y < x < y?,
alors il y a au plus un nombre n supplémentaire : n =y si y est un nombre premier et x = y2. On en
déduit X N

O(x,y) — | < |P(xyy) = () + ()| + [ n(x) — | +7(y)
Cx y Cy
+ +
In®(x) In(y)  In*(y)

<3+

- o((lnxx)2 + %)

6) ®(x,y) — @(x,y’) est le nombre de nombres entiers dans [2,x] dont tous les facteurs premiers sont
supérieurs ou égaux a y et un au moins est strictement inférieur & y’. En groupant ces nombres selon
leur plus petit facteur premier noté p, on obtient la formule demandée.

7) a) On pose u = In(x)/In(y) €12,3] : uw(u) =1+ fsuz_ll w(s)ds =1+ fsuz_ll ds/s car w(s) = 1/s pour
1 < s < 2. Dans la derniére intégrale, le changement de variable s = In(x)/In(t) — 1 donne l'intégrale
de ’énoncé.

b) B(x,y) = O(%, vX) + Xpep. yepe s PX/PyP).

X X VX x X
Ol vx) = In(x) O(lnz(X) " ln(ﬁ)) N O(TX)).
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X/P x/P p x/p X P
X +0 + = +0 +0 .
20/ 7) = ey + Ol ) = moom O G O lae)
Les constantes cachées par les deux derniers O ne dépendent pas de p car x!/3 < p < x*/2 donc
In(p) < In(x/p) < 21In(p).
Avec f(t) = (x/t)/In(x/t) et la relation 3c, on a

R EEDY IZ(Q)JFO(IDET(X))JFO( 3 ﬁ|f(n+l)—f(n)\)

PEP, ysSp<v/x ysn<vx ysn<yx
VX £(t) dt x
_/t=y In(t) + ( 3(x )) ( <§<:fn1n3(n))
= 19 (i) () ~1) *© (i)
peEP, §p<\/§p1n2(p) -0 1n2(x))'

> = 0(((vR) - al ) ) = 0 ).
PEP, ysSp<v/x
En sommant,

X In(x) X X In(x) X
209 = 55 (mw) * Ol = 50 () * Ol

car 2In(y) < In(x) < 31n(y).
c) Le cas n = 1 vient d’étre traité avec D > D,. Supposons

O(x,y) ~ m(’;)w(m)

pour tout y tel que xt/(n+1) Yy <x et considérons un réel y tel que xI/(n+2) < y < x1/(n+1)
On applique la question 6 avec y' = x1/(n+1) (si p est un nombre premier tel que y < p <y’, on a
facilement (x/p)Y/ (") <p < (x/p)V/™) :

O(x,y) =0(xy)+ Y. O(x/p,p)

PEP, ysp<y’

X In(x) X In(x)
“5 )t 2 sam e Y

PEP, ysp<y’

X In(x) X In(x)
- ln(y’)w<111:(y’)) + Z nlnz(n)w(ln(n) B 1)
X

1/n

ysn<y’

In(x) v x In(x)
In(y’) w(ln(y’)> " /t:y tin?(t) w(ln(t) - 1) dt

= Lw(w) avec la relation ITI-1.
In(y)  \n(y)

Le suivi précis de ces approximations promet d’étre fastidieux et de ne pas rapporter beaucoup de
points... j’admets la question.
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1) a) Unentier n € [1,x] a tous ses diviseurs premiers supérieurs ou égaux a y si et seulement s'il est premier
a q(y), donc si et seulement s'il est de la forme n = a + kq(y) avec a € [1, q(y)] premier a q(y) et k
entier naturel tel que a+kq < x. A a fixé, le nombre de k admissibles est 1+ [(x — a)/q(y)], compris
entre |x/q(y)] et 1+ [(x —1)/q(y)].

On a donc ¢(q(y))[x/q(y)] < P(x,y) < ©(q(y))(1+](x—1)/q(y)]). Les deux termes encadrant sont
équivalents a x@(q(y))/q(y) lorsque x — oo et y est fixé, mais aussi lorsque y est variable, pourvu
que x/q(y) — oo.

b) D’aprés III-7c, ®(x,y) ~ Lx/In(y) lorsque y — oo et In(x)/In(y) — co. En prenant x = y¥q(y) on
dispose également de 1’équivalence précédente, ce qui donne la limite annoncée par comparaison.

c¢) Prendre f(t) =1In(t), a=1, b =y — 1 dans IIT-3d.

2) a) Sii+ (m+j)q est premier alors il est premier & q et donc i est premier & q. Le nombre de tels i est

au plus égal a ®(n,y).
b) Compter par colonnes.
c) Calcul.
3) Enoncé abscons.
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