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Problémed.: quelques théorémes d’arithmeétique

On démontre dans la partie A un théoréme de Lagrange dent on utilise le résultat pour démontrer le
théoréme de Wilson (partie B) et le théoréme de Wolstenholme (partie C).

Partie A : théoréme de Lagrangs

1. Montrer que pour tout entier n 2> 1 et tout entier k€ [1,nf on a:
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2. Montrer que pour tout entier premier p et tout entier k € [1,p — 1], p divise { 5 ;

3. Soit p un entier premier impair. On considére la fonction f définie sur R par .
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. Montrer que pour tout réel @ on &

pflz) = {z+1)flz+1) ~zf{z)

x;».:
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Justifier Pexistence d'un p-uplet d’entiers (ag, a1, ,ap—1) tel que pour tout réel z on a :

p—1
Fflzy= Z ay 2Pk

;{:z
3.3. Montrer que ap =1 et a,_y = (p—1)!
3.4. A I'aide de la question 3.1 et en faisant intervenir le bindme de Newton, montrer que pour

tout entier k€ [0, p—1] ona:
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3.5. En déduire que a1 = (i) et que pour tout entier k€ [2,p—~ 1] on a:
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3.6, En déduire le théoréme de Lagrange :

i p-l
« Si p est un entier premier impair et si f{z) = H(af' + k) = E ap P % alors les

el Kl
coefficients ay, a9, - ,@p-2 sont divisibles par p». On pourra ruisonner par récurrence.

Partie B : théordéme de Wilson

.

On se propose de démontrer la propriété suivante, connue sous le nom de « théoréme de Wilson » : si
p est un entier premier alors {(p — 1)l = —1 (mod p).
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L. Verifier que la propriété est vraie pour p == 2.

2. p est maintenant un entier premier impair.
2.1. Montrer gue:
-2
pl=T1x Z% +{p -1}
kel
(les entiers (ai)iep p2) sont ceus définis & la question A.8.2)
2.2. En déduire que {(p — 1) = ~1 (mod p).
3. Montrer que la réciproque du théeréme de Wilson est vraie,

4. On se propose d’étudier ce que devient le théoréme de Wilson pour les entiers non premiers
strictement supérieurs & 4.
4.1, On suppose gue 1 > 4 et gue la décomposition en produit de facteurs premiers de n
comprend au moins deux facteurs premiers distincts, Montrer que (n — 1)1 =0 (mod n).

4.2. On suppose que 7 > 4 et que » = p® ol p est un entier premier et & est un entier
strictement supérieur & 2. Montrer que (n — 1)1 =0 (mod n).

4.3. On suppose que 1 > 4 et que n = o7 olt p est un entier premier. Montrer que 1 < 2p < n
et en déduire que (n — 1)1 = 0 (mod n).

Partie C : théoréme de Wolstenholme

Pour tout entier n > 1, on considére le rationnel ;
¥
— 1
kst

On désigne par s, et 1, les deux entiers naturels tels que :

8n

H, = 5 et pged(sa,tn) =1
o Prothor |
-

0 2 N > b e 2 >‘ §
1. Ferire un algorithme permettant d’obtenir pour n allant de 2 4 10 les entiers s, ef £, {on
supposera qu'on dispose d'une instruction pged{a,b) qui renvoie le plus grand commun diviseur
de deux entiers a et b). f;;, CON OMNME2 Onoualke celle f(m ilon PHEC c.
2. Caleuler 54, sgfet sy g;)et vérifier que ces entiers sont divisibles respectivement par 52, 72 QL 1}2?

Dans la suite, p désigne un nombre premier strictement supérieur 4 3. On se propose de démontrer
que Uentier 8,1 est divisible par p? (théoréme de Wolstenholme):

L
(p—1)!
relation liant les racines d'un polyndme et P'un de ses coefficients.

3. Montrer que Hyy = oll ap-2 est défini comme & la partie A.On pourra utiliser une

4. Déduire de Pécriture de f(—p) que :
Gy = p?“*z - gipp““3 SRR a\p_gp

5. Conclure.
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Probléme: nombres irrationnels

L ensemble des nombres rationnels est noté §.

On rappelle gue fout nombre ratioruel non nul peut sécrive sous la forme z . ol p et g sont des entiers relatifs premiers entre eux,
Un nombre réel est dit irrationnel $'1 wlappartient pas & Q. ?

Dans ce probléme, on se propose de démontrer Pirrationalité de quelques nombres réels.

Les frofs parties de ce probléme sont indépendantes.

Partie A : quelques exemples de nombres frrationnels

1. Soit n un entier naturel. Démontrer que si \/;z west pas entier; alors il est irrationnel.

2. En déduire que si p désigne un nombre premier, alors \f}; est irrationnel.

in2 .
3. Démontrer que le nombre o3 est irvationnel.
5!
+00
4, Onrappellequee= Z PR On se propose de démontrer que le nombre e est un nombre irrationnel.
k=0"" ’
. \ 5 : b
Pour cela, on fait Phypothése qu'il existe p et g, entiers naturels non nuls, tels que e = ~ et on
’ q

démontre que cette hypothése conduit & une contradiction.
Pour tout entier naturel n, on pose ;

" o &t BT nwonl
=0

4.1. Démontrer que les suites (i, Jren 86 (Vi new 500t adjacentes, puis montrer que :
Uy <exy,

4.2. Aboutir & une contradiction en multipliant les termes de cet encadrement par ¢! X q.
Partie B : une preuve de Pirrationalité de
On se propose ici de démontrer que le nombre 7 est un nombre irrationnel. Pour cela, on fait 'hypothése
a . = .
qu'il existe a et b, entiers naturels non nuls, tels que 7w = T et on démontre que cette hypothese conduit
& une contradiction.
Etant donnés un entier naturel non nul n et un réel x, on pose :

x*a~bx )"

P x) = et Pyx)=1

Frant donné un entier naturel n, on pose :

I, = ( P,(x)sinxdx
Jo
1.
1.1. Pour un entier naturel n non nul, exprimer la dérivée de P, en fonction de P, ;.

1.2. Caleuler sup }P,z{x)l en fonction de @, b et n.

xe{0,n]

1.3, Démontrer gque : 5
Ynel VxeR P, (S—X} = P (x)
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1.4. Démontrer que :
¥neN ;>0

» 1 n
1.5. Aprés avoir justifié que la suite de terme général — (g) tend vers 0, démontrer la conver-
gence de la suite (1), €t déterminersa Imﬁne
 Pour tout entier naturel k, la dérivée d'ordre k de B, est notée P, Par définition, P9 = P,

En distinguant les trois cas siuivants, démontrer que P(0) et P"‘J ( ) sont des entiers relatifs :
21. 0€k€n~1

22. n€k€2n

23. k= 2n+1

Pour le cas 2.2, on pourra utiliser la relation entre PEY(0) et le coefficient de x* dans P,(x) .

3.1. Démonirer que pour tout entier naturel n, J,; est un entler relatif. On pourra procéder par
intégrations par parties successives,

3.2. Conclure quant & Phypothdse 7 = %,

Partie C:: développement en série de Engel et applications

. Soit {a,),e Une suite croissante d'entiers telle que gy 2 2. Démontrer que Ia suite (S,) ey définie
par:

YReN S,= z

5 %o e

1
est convergente de limite inférieure ou égale & —-.
$i x désigne la limite de la suite (S,),;ns On dit que x admet un développement en série de
Engel. On niotera x = [ag,..., 4, ... , :
. Soit x € J0,1]. On définit deux suites (3, )nex 6t (@)ney €11 poSant ¥; = x et.:

A1y
YREN g,=1+ E(;—) €t Xy4i =@y¥,—1 ol E désigne la fonction partie entitre.
n.

2:1. Démontrer que lessuites (X, )yen: €t (@, )gen sont bien définies.
2.2, Démontrer que la suite (x, ) e est décroissante.

2.3. Démontrer que la suite (@, ),en 5t croissante et que ag = 2.
2.4. En reprenant les notations de la question 1, démontret que :

i . X
VneN x=8+ —t—
Qoo y

En déduire que x adinet ur développement eii série de Engel.
3. On suppose qu'il existe deux suites distinctes croissantes d’entiers (@, )pew €t (bplnen telles que
g 22, bgz2et:

YnelN [ 0 5 s snod 5 [y e 05 Digy mes]

On pose ny =min{n €N | a, # By}
3.1. Démontrer qie [y, .5 Tss-5-] = [Dpgseees Byen -

_ F1Yy
3.2. Démpntrer que si X = [ag,..., @y, ...] alors aqgx — 1 < x et en déduire que ap =1 +E(—;)
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3.3. En déduire unicité du développement en série de Engel d'un réel donné dans lintervalle
10,1].

4. Déterminer le réel dont le développement en série de Engel est associé & :

4.1. une suite (a, ey constante égale d ¢ (¢ 2 2).

4,2, la suite (@ )pex définie par: ¥nelN g, =n-+2. Z

4.3, la suite (a,)pex définie par : Vn €N a,=(2n+1)(2n+2). ¢ Ryt ‘o en
5. Déterminer le développement en série de Engel du nombre ch(¥2)~ 2. C & (xX) = 0‘-%6 (32('-~_)~J
. n

6. Démontrer que x € ]0,1] est rationnel si et seulement si la suite (a,) ey de son développement en
série de Engel est stationnaire. Pour le sens direct, on pourra commencer par procéder & la division
euclidienne du dénominateur de x par son numérateur.

Probléme 2 : statistiques et probabilités

Partie A : deux indicateurs de dispersion s

En 1801, unNgironome ifalier, Piauwi dévouvre une nouvelle plandte Cérés, quiil perd bientdt de vire. Le probiéme pgde alors qux
scientifiques est INgufvant | comment, & partir d'une série de résultats d'observations effectudes par différents astrpgfomes , choisir
une valeur qui se rapRcoche le plus possible de la "vraie position” et prédire ainsi le futur passage de Cérés. Dewx gfftions s'affrontent :
celle de Laplace, gui progse de minimiser les valeurs absolues des dearts et celle de Gauss et Legendre, qui pfopesent de minimiser

les careds des écarts.

Dans cette partie, n désignd\yn entier naturel non nul et (x4, ..., X, ), un n-uplef de réels.
On définit sur B les deux foneons G et L par:

1
=1

L mzi\x~xi’

i=1

1. Minimisation de G

1.1. Bn écrivant G(x) sous la forme d'un ujdome du second degré, démontrer que la fonction G
admet un minimum sur R et indiquerpour qude valeur de x il est atteint.

1.2. Que représente d'un point de vug/Atatistique la valur de x trouvée A la question 1.17
2. Minimisation de L
On supposera dans cette questiph que la série est ordonnée, Oxgt-a-dire que :
¥R XL L RX,
2.1. Représenter graphigfiement la fonction L dans le cas ot :
n=3, lemz, gmg,x;;:%
2.2. Représenter gfaphiquement la fonction L dans le cas ol :
n=4,x %2, x4=2,x3=4,x, =7
2.3. Démodlrer que la fonction L admer un minimum m sur R et indiquer pour quNle(s) valeur(s)
de ¥ il est atteint,
¢ distinguera les cas n pair et n impair.
. Que représentent d'un point de vue statistique les valeurs de x trouvées & la question 237
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