M P*2 2018/2019 Travaux dirigés du 19/12/18

Algeébre linéaire

Pour commencer un exercice ultra-classique, probablement déja vu pour ce qui est des premiéres questions. A
traiter avec tonicité, dynamiste et rapidité.

Exercice 1: [térés d’un endomorphisme

u est un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.

1) Montrer Ker u? C Ker uPT!.

2) Montrer Im w? D Im uP*+L.

3) Montrer que Im u? = Im uP™! < Ker uP = Ker uPt1.

4) Montrer que Im v? = Im wP*! implique Im wP*! = Im wP*2. Etablir un résultat similaire avec les noyaux.
Montrer qu’un tel p existe et que le plus petit est inférieur ou égal a n.

5) On suppose Im u? = Im uP*!, prouver : £ = Ker u? @ Im uP et u réalise un isomorphisme de Im P sur
lui-méme.

6) Soit p un entier quelconque, déterminer le noyau et I'image de la restriction de v & Im u?, en déduire I'inégalité :

dim Im v? — dim Im «?*! < dim Ker u

7) En considérant maintenant la restriction a Ker uP*! obtenir I'inégalité similaire :

dim Ker vPT! — dim Ker v? < dim Ker u

8) Désignons par F), un supplémentaire de Im «?” dans Im uP~1. Montrer que Im u” est la somme de Im uP+! et
de u(Fp). En déduire I'inégalité

dim Im «” — dim Im «”™! < dim Im «»~! — dim Im «?

Retrouver ainsi le résultat d’une question précédente.

Exercice 2: (Mines) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

1) Soit A un sous-espace de E de dimension a. Montrer que @ = {u € L(E),A C Keru} et § = {u €
L(E),u(A) C A} sont des sous-espaces vectoriels et donner leurs dimensions.

2) Soient F et G deux sous-espaces de E. On note f, g et h les dimensions respectives de F';, G et F' N G.
Déterminer la dimension de

{ue L(E),u(F) C F et u(G) C G}.
Exercice 3: (Mines, posé a I’X la méme année (2016)) Résoudre dans M, (R) I’équation

X+X =tr(X)A

Remarque : on ne compte plus les exercices dans la méme veine : résoudre M = tr (M)A + B (discuter sur A et
B), tr (A)M + tr (M)A = AM (discuter sur A et \).

Exercice 4: (Mines) Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 sur K et d dans {0,...,n — 1}. Déterminer
les endomorphismes stabilisant tous les sous-espaces de dimension d.

Indication : Commencer par le cas d = 1 (Exercice ARCHI-CLASSIQUE).

Utiliser ensuite, aprés I'avoir démontré, le fait que tout sous-espace de dimension d — 1, est 'intersection de deux
sous-espaces de dimension d, pour raisonner par récurrence.

Exercice 5: (Mines) Soit A et B deux matrices de M, (R), B de rang 1. Montrer que

det(A + B)det(A — B) < (det A)2.



Exercice 6: (Mines) Soit E un espace vectoriel et S une partie de L(E). On dit que S est dense dans L(F) si,
pour tout ensemble fini I et tout couple de familles libres de vecteurs de F, (u;)ier et (v;)icr indexées par I, il
existe f dans S tel que Vi € I f(u;) = v;.

1) On suppose E de dimension finie, montrer que S est dense si et seulement si S contient GL(E).

2) Montrer que l’ensemble des endomorphismes de rang fini est dense.

3) Déterminer le commutant d’une partie dense.

Exercice 7: (Centrale) Soit K un corps et E un R-espace vectoriel de dimension finie.

1) Pour w dans GL(E), montrer que u — w o uow™ ! est un morphisme d’algébre.

2) Montrer que les idéaux bilatéres de L(E) sont {0} et L(E).

3) En déduire que les automorphismes d’algebre de L(E) sont ceux déterminés a la premiére question.

Exercice 8: (Polytechnique) Soit (V1,...,V),) des sous-espaces de R™ dont la réunion est R”. Montrer que 'un
d’entre eux est égal & R™.

Exercice 9: (Polytechnique) Soit n dans N*, T' ’endomorphisme de R,,[X] défini par T(P) = P(X + 1) et D
I’endomorphisme de R,,[X] défini par D(P) = P’.

1) Déterminer les endomorphismes de R,,[X] qui commutent avec T

2) Déterminer les endomorphismes de R, [X] qui commutent avec T

Exercice 10: (Polytechnique) Montrer que tout élément de L(M,(K)), K =R ou C, qui conserve le déterminant
conserve le rang.

Exercice 11: (Polytechnique) Soit ¢ : M, (R) — R non constante, telle que ¢(AB) = ¢(A)p(B).
1) Décrire ¢~1({0}).
2) Montrer qu'il existe ¢ : R — R telle que ¢(A) = 1(det(A), pour tout A de M, (R).

Exercice 12: (Polytechnique) Soit a1 < ag < --- < ay, et by < by < -+ < by, des nombres réels. Montrer que le
déterminant de la matrice (e‘”bﬂ‘)lgmgn est strictement positif.

Exercice 13: (Polytechnique) Déterminer les u dans L(M,(R) tels que VM € L(R™), {u(M)) = u(*M).

Exercice 14: (ENS)Montrer qu’un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de dimension finie est de dimension
finie.

Exercice 15: (ENS) Dans R, on considére Z = ({0,1})". Si V est un sous-espace de R™, on note Z(V) le
cardinal de Z NV.

1) Si0 <k <n calculer le minimum de Z (V) lorsque V' parcourt les sous-espaces de dimention k.

2) Si0 <k <n calculer le maximum de Z(V') lorsque V' parcourt les sous-espaces de dimention k.

Exercice 16: (ENS) Soit A I'anneau C[X1 1, X712, X21, X22] et M = (X; ;) dans M2(A). On pose M? = (P, ;),
T =tr (M), D= det(M). Soit I I'idéal engendré par les P; j, 1 <1,j < 2.

1) Montrer que I est contenu dans 'idéal engendré par T et D.

2) Montrer qu'il existe un k£ dans N* tel que Tk et D* sont dans I.

Exercice 17: (ENS) Soit K un corps et A une matrice dans M, (K).
1) Combien faut-il changer au minimum de coefficients de A pour obtenir une matrice inversible ?
2) Combien faut-il changer au minimum de coefficients de A pour obtenir une de rang rg (A) — 17

Exercice 18: (ENS) Soit n dans N*. décrire les matrices de M,,(C) qui commutent avec toutes les matrices de
permutation.



