M P*2 2018/2019 Travaux dirigés du 30/01/19

Probabilités

Exercice 1: Soit (£2,.A, P) un espace probabilisé tel que pour tout élément A de A non vide P(A) > 0.
On définit la différence symétrique de deux parties A et B de {2 par

AAB = (AUB) — (AN B).

1) Montrer que A est stable par A.
2) Montrer que (A, B) — P(AAB) est une distance sur .A.
3) Etablir, pour tout couple (A, B) d’éléments de A :

[P(A) - P(B)| < P(AAB).

Exercice 2: On lance n fois une piéce de monnaie avec laquelle la probabilité d’obtenir PILE est p,
p €]0,1[, n € N*; on la relance autant de fois qu'on a obtenu de PILE. Soient X et Y le nombre de PILE
obtenus respectivement lors de la premiére série et de la deuxiéme série de lancers.

1) Donner la loi de X, sans justification.

2) Donner la loi de Y.

3) Donner le nombre moyen de PILE obtenus sur 'ensemble des deux lancers.

Exercice 3: Une urne contient 1 boule rouge et une boule blanche. On effectue une suite de tirages de la
maniére suivante : on tire une boule au hasard dans I'urne puis on la remet dans 'urne en y ajoutant une
boule de la méme couleur. On considére la variable aléatoire X,, donnant le nombre de boules blanches
obtenues durant les n premiers tirages.

1) Déterminer les lois de X et de Xs.

2) Montrer que X,, suit une loi uniforme sur [0, n].

Exercice 4: On définit B(«, 3, z) et B(a, 5) pour a > 1 et § > 1, entiers, et p €]0, 1] par

B(a, B, z) = /m t* 11 —t)’~tdt B(a,p) = B(o, 3,1).
0

1) Calculer B(a,1,z).

2) Pour > 1 obtenir une relation entre B(«, 5,z) et B(a+ 1,5 — 1, )
3) Que devient cette relation pour = = 1.

4) En déduire la valeur de B(a, 3) a 'aide de la fonction factorielle.

5)

Montrer que
n

n net  Br+1,n—rp)
Z (k)pk(l—p) ‘= B(r+1,n—r)

k=r+1

Indication : Récurrence descendante.



Exercice 5: Une urne contient b boules blanches, n boules noires, r boules rouges; b et n sont des
entiers naturels non nuls fixés, r est un entier naturel variable.
Un joueur tire une boule. Si elle est blanche il gagne; si elle est noire il perd; si elle est rouge il la met
de coté et effectue un autre tirage. Il continue ainsi jusqu’a ce qu’il ait gagné ou perdu.
1) On note B;, (resp. N;,, R;,) 'événement : « le joueur tire une boule blanche (resp. une boule noire,
une boule rouge) au i-éme coup et il reste r boules rouges avant ce tirage ».
On note G, 'événement : « le joueur gagne en commencgant ses tirages dans une urne contenant r boules
rouges ».

a) Calculer les probabilités p(Gy) et p(Gy).

b) Trouver une relation entre p(G,) et p(G,_1).

c¢) Calculer p(G,).

2) Soit X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour qu’une partie s’achéve, I'urne
contenant au départ r boules rouges.
a) Calculer les espérances E(Xj) et F(X7).
b) Trouver une relation entre P(X, = k) et P(X,_1 = k—1) (pour r > 1 et k > 2), puis entre F(X,)
et E(X,_1).
¢) En déduire E(X,)

Quelques exercices de probabilité posés auxr orauzx des concours en 2016, dans la filiere MP.

Ex 6: Autres écoles MP 2016

Soit (X, )n,>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Bernoulli de paramétre
p €]0, 1[. Pour n dans N*, on note T, la variable aléatoire donnant le rang du n-iéme succes.

1) Expliciter la loi de T3.

2) Déterminer la loi de T,,.

Ex7: C.C.S. MP 2016

Soit n un entier supérieur ou égal & 1. On dispose de n+1 boules blanches et noires dans une urne. On note
Xp la variable aléatoire indiquant le nombre de boules blanches dans I'urne a I'instant initial. On suppose
que X suit une loi uniforme sur [1,n]. On effectue alors 'opération « tirage-remplacement »suivante. On
tire deux boules de I'urne. Si elles sont de couleurs différentes, on les remet dans I'urne ; si elles ont la méme
couleur, on les remplace par une boule blanche et une boule noire. On itére ce « tirage-remplacement »et
on note X}, la variable aléatoire qui indique le nombre de boules blanches a l'issue de la k-iéme opération.
1) En utilisant un argument de symétrie, montrer que I'espérance de X} est constante.

2) Onpose U, = (P(Xy =1),...,P(X; = n)). Construire A dans M, (R) tel que pour tout k Uy, = AUj.
3) Montrer que la suite (AP),>o est convergente.

Ex8: C.C.M. MP 2016

Soit m > 2 un entier, on donne une matrice aléatoire M de M, (C) dont les coefficients sont des variables
aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi, admettant une espérance. Pour A € C calculer
I'espérance de xp(A), xar désignant le polynome caractéristique de M.

Ex9: X MP 2016

Soit n > 2 un entier, X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [1,n]. Montrer qu'’il existe
deux variables aléatoires indépendantes Y et Z définies sur un méme espace probabilisé, a valeurs dans
N, non certaines telles que X ~ Y + Z si et seulement si n n’est pas premier.



