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Un corrigé du concours Mines Math-11- 2015 Filiere MP

Proposé par Mr : HAMANI Ahmed
Dans toute la suite R™ est muni de son produit scalaire usuel noté (.|.), sa norme associée est donc ||.||.

A. Norme d’opérateur d’une matrice
)l) - 5™ eat forunge pan

£M\4Mm||||mtmhmuemam\&mhm ~lipachibyienne ek (1) eat flervme comme
Aunﬁﬁet&mdmsn]%tmgawnewwmaﬂewhgywwﬂ}mﬂwwm
combimue |.[I.
- O comcluk que 5™ eaf fervmee bomée de R qui esl de dimemaiom fimie, dome $™ eat um
de R™.

o Joun M € Ma(R), Lapplication x — [[Mx|| esl contimue comme composée Lapplication
x%quuxwtmh/we/ermmmteetdlmR“)<+matsza/r\4J&mhmmhnm\|.||,
M%MW&MM@WWM&&WS“J,wWW
[existemce de |M]lop.

) o - Soik M € Ma(R) Lel que [Mllop =0, alows ¥x € S™', [[Mx|| =0, dome ¥x € $™', Mx =0

, em /r\anbm,«ﬂmn Vi e [[1,n]], Mei =0 ol (€1,...,€n) la base camo’mque de R™, ce Ci.U.L embraime

que M =0.

o - St Aer”.

- vx € S™ M) = NIIMx] < INIMlop, ce qui domme em passont au sup que [AMlop <
Mo -

). NP A 1
- On DMW cekle megaﬁt,te eun MM, o auwna [[Mllop = HX)\MHOP < |}\|||)\T\/1HOp domne

AlMlop < [[AM|lop, ce qui domnme Qéﬁaﬁ)ﬁé [IAMlop = INIM]lop éﬁuﬂkté emcene whaie powt A =0.
o - Goit M,N € My (R), alonws vx € ™7, [(M+N)x|| = [[Mx+Nx|| < |[[Mx]+|[Nx|| < [[M]lop+|IN]lop

ek UL Jabbage ol MAK, T oshbiemk [IM 4+ Nllop < |IMllop + |IN|lop -

oAl xe RO “QOMGSH]’MHM-X < [Mlop, dome [[Mx]| < [[M]op 1], imsgalitz
I g || < IMlor < [Mllopli|, imégolite

emcone e poun x =0, deme Vx,y € R™, [[Mx — Myl = [M(x —y)|| < [[M[loplx —yl|.

3) o mabrice M gtamk snymétnique néelle, dome d'agunes le theoneme apéchnal, M eat diagomalisalle
WwMWW&MWM,&Wwd&M.
Nstons o(M) = A1y ey An} ek (€1, en) Qa@a/;eorntp\mm\aﬂedewecbe{mwmwm
T\:A/r\eobi/\mr\mtah, )\nte,Qq.uelA1\< . < Al
Vx—lesl esS™ ! on a |x|? —Zx1—1 ek Mx—ZxJ\/lsl i?\ixisi,dym

i i1

n n
IMx|? =3 A <AL Y xE =A%
i=1 i=1

ef an passage au mas, on obbient [[Mflop < Anl = max(Ail, oy Aul).
4)%mMWWJ§:n]n,MX(an) %tﬁem&@w@mem\im\aﬁde]n,dmw

o(Jn) ={0,n}.

De /rxpwc ran(Jn) =1, dene dim(Eo(Jn)) = dim(Ker(Jn)) =n—1 ek dim(En(Jn)) =1.

Jau=u ol on a meté u="(1,..,1) , doenc En(Jn) = Vect(u) ek Eo(Jn) = (Vect(u))™*.

On a done |[Jnllop = max(0,n) =n.

5) vi,j € [[1,nll, My = (Mejles), deme pan Emeﬁa&te de QMLR%.?CRAW%,
Myl < [Mesllfles]] < [IMlop, et le assage au mas enbraine que  max {IMisl} < [Mllop .
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)SDMX—ZX&LES“]&WM(MX , (Mx)n PA’M)MV]’WMAALWMXQQ@’%

i=1

2
IMx[? = (Mx)f =) (Z Mi,ij>
i=1 \j=1

i=1

[insgalits de Couchng Shusarsy, domne (ZM) DR j i M2, ce qui domme

Q’. p [.t/
vxe ST IMx[l < [ Y M
1<i,j<n

2
IMllop < [ Y M3,
1<i,j<n

o J0onbromns e [IM||op = Z Mij ab, ek seulement ai, rang(M) < 1.
V 1<ij<n

Goit x = (1, e xn) € 5™ Lell gque [Mlop = M, el [MIIZ, = 3~ (M -3 Z )

i=1 i

Z M-lz,]-,domx:HMHop: / Z Mi Ak, etw&emwn,tm Z(ZM Z 1,%5) )

1<i,ji<n 1<i,j<n i=1 j=1 j=1

e/t/r\,umg}ueZM ZM”X) >Oaﬁo’wﬂaga&teawbaxmetAwpmm¢mV)e]n]]
jl

f ZMUX] c%tlzega&tede(emmp\/gg‘ﬁuwaﬂ% quxwgedychlG [([1,n]], les nsecteuns
tMm,...,Mi‘n) ek (X1, xn) WPA%, cmtadU\eBkaﬁnmdeMM&mceL}uxmt
éo[m}aﬂmtazvl%tdewgr

7)o - Wi, Myl <1, dome [Mllop= [ Y Mi< [ Y 1=vaZ=n.

1<ij<n 1<ij<n

..E?Lﬂ'égammtuén;@ée,a%m||z\/l||ﬁp= > Mij=nidonc Y (1-Mi;) =0 ek fuisque

1<i,j<n 1<i,j<n
]—Mii >0 omn obbiemt vi,j € [[1,n]], Myl =T, de /[\QAM; Qlégaﬂté ||MH Z MU wge pan
1<i,j<n
Qaq;mhmequrang ) <1 mais [M]lop =1 #0, done Tang(M) = 1
@{)w/r\n@(}uynwntmrang —1atV1]€[[1n \M”\—]aﬁe«*wgmmgap)\tedeﬂaquml‘AMG

M2
desiemt ume aguy)dle, [IM||op = Mi; =n.
1S1JST1

UM:

e MeZ, ai ek M&fjmemt AL, Mzt(h,)\zl_],...,?\nl_n) o L = (Mi1,...yMin) avec My = £1

M Y n et . 0
et?\iTME: ]—i],dmw):n %tmpxﬂeob\mxaﬂ}ec{fhﬂ x {—=1,1} 1,1thdzymdewdmmﬁ
2m2n 2°n
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B. Variables aléatoires sous-gaussiennes

+oo 2 iy (tz/Z) 2n
8) Vt € R, Ch(t) = Z (21’1)‘ - Z nl (n+ 1)(21’1) ’

n=0 n=

» 2 2 2
> = el = | < =1 awvec égalité ai n =0, demc
SO W ) <n+1) (n+2> <2n> S Deexd =1 gelite i m =0

2
vVt € R, ch(t) <exp (E)

1+x

9) Om/pw,)\: . , alors A € 0,1 gace & x € [1,1],
£Q{/‘)M@umexpétmtmmm,m

vVt e R, exp(tx) =exp(At+ (1 —=A)(—t)) < Aexp(t) + (1 —A)exp(—t) = ! ;Xexp(t)

+ ! —Xex (—t)
2 p

)lO)oX%thorvnée/rm],domc—lgxglQWWA’WWE’W&MW

b'Bonik

exp(tX) < 1 Xexp(t) + ;XeXpH)
£M/|1U\omce esk croiasante ek fiméaine, donc E(exp(tX)) < exp(t)E <]J£X> +exp(—t)E 12X) )
, ) _ +X 1-x\ 1
£auwuaP>Qethwxbwe,dbmcE( Oet/r\anAmteE<2> E(z)z,dmw

E(exp(tX)) < w =ch(t) <exp <t22>

X esk donc 1— Wﬁmmmm\me
o it X une vaniallle alzatoine bovnée qan @ ef combnée, alws Y = X ek ume wanialle
/r\nécédﬂntetfue )

Yu € R, E(exp(uY)) < exp (3)

meu:taﬁrb@gﬁi&@&é@ntebm

o t?
vVt e R, E(exp(tX)) < exp 3

cent a dine X eab o— WW
)S)o«l:teR E(exp( tZul i E(exp ZHJX Hexp tiXyi)

£mn}amap>&%aﬁeat®mx1, XMWW@QQW\M&WWMWWP@
varnialles aléateines exp(tuiXi), .oy exp(tunXn), domne E( Hexp i Xi) HE exp(tpuiXi)

mnﬂinmta—W—Wmdm

222

vie [[1,nll, exp(tpiXi) < exp ( 3‘ ) ce qui denme ansec Zuf =1
i=1

i=1

n

n 2,242 noo202.2 2,2
vVt € R, E[exp(tZui i H (“ Mt >_exp (Z(X;Lit>_exp<a2t>

i=1 i=1

cenk & dine wiXi esk a— asus- L .
- grussienne
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19) o ¥t >0, om a Vimdusion des suémemenks (X >A) C (exp(tX) > exp(th)), donc
P(X > ) < P(exp(tX) > exp(tA)) ek pan Qm@gﬂ&h& de Moarbor QM&aruee & Lo vanialle dlzatsine

exp(tX) ek le %udl que X eal o— W—Wﬂnﬂ\é, omn obbient
E(exp(tX)) o’t? — At
P(XZMSex‘p(t?\)SeXp< il )
o Lsvémement (IXI > A) A’MWWW&M@M&W

(XIZAN =(X>AMUX<-A)=(X>ANU(=X2=>A7).
Mc’mtcﬂainqxwaxyatafw-w,aﬁo’wfxgmtw,dmw

o t?
vt >0, P(X]>A)<2exp 3 — At

£e@dedepa@&nob\omt»—>exp<

DB

)mwmg@@@mmm@m

mto——z.

2,2 2
oa“tg A
P(IX| > A) < exp < 7 ?\to> = exp (20@)

Omaﬂ%m&ga&t%0< ] <X<X+1 ot [ ]d%xgneﬁama@@ea&éabovw«w@m@ér\zde

quuWuiAmmewmdamstWXQ)CR+.
ﬁ?kxmmw@ﬂamm,a%fwﬁrmégaﬂﬁog[mgxmwwmw
<:E9L adfmetmwwr\ehmwe aﬂo’vg Xl +1 QladnnetWetTmE’Méga&téOSX<[X]+1

@B/]’\BJUJQVKEN, (X>%) = ([X] > %), demc E([X ZPX>k &MUWWA@QW
on sbbienk E(IX]) < E(X) < E(XI+1) =E(IX]) + 1, wwm@mﬂmm

+oo
Y PX>K) <EX)<T+) PX>K)
k=1 k=1

e VB >0, Vke N, (exp(ﬁzzxz) > k) - (BZZXZ > ln(k)> - (Xl > 2;” ) Done P (exp(ﬁzzxz) > k)

2In(k) ] ) L )
P<|X|2 B )dwxwaw-ﬁaxmwﬂmemaﬁmwga&tedepaw1z

qui »Bonik P <|X| > Zlﬁn(k)> < 2exp (LT;([;)) ek an auike

P<exp(BZZX2 Zk> < 2exp <2;(;2)) — 2exp <1n (kafﬁz )) — 2k
.E?Laﬁ<1,aﬂywn>1,domﬂamda@%maanZkﬂmm@ge,mmwm
QAWZPpr(BZZXZ)zk) mwxge,mwwmﬁ'mmmdeﬂ'wr@muwﬂa
wmmaﬂéab@mexp< > De plus € (‘3 XZ)ngP(exp(ﬁZXz)zk)ngc(n).
8m/rmf\hcu&m,ALoc[3——aQ@fwn L etmﬂumga&teadmmwzn)

on obbient
(o)
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15)

16)

17) o

18)

C. Recouvrements de la sphére
Roai MEIMW&MWdW%'&M€>OwwK

E?o«l:onK Km%t/rmmw@u.dmwao, ), MHX]GK\B(XO,Z,oeqxuwge”xo—x1||>f
K m%t/l'\a/bmxcp,uda/m B(Xo,

llxo —x2|| > 5 el [xz —xi]| > E'
n—1

Omwm&uﬂtdsmnmnéuﬁummmte (Xn)ngngKwénLBi\wntXHGK\UB(xi,g)
i=0

Z)UB(M,f) donc Ixz € K\B(XO,S)UB(X1,%), ce q.uL E/Jotﬂe

ek pan swike Vi € [0,n -1, Hxnfxi|\>§

awite exchnaite ( WWWXEKM&H@WWMA&@W qui
%tmwnbmchcﬁomwecﬂamdthVnmEN”xw H>§
ngmwA%tm&mk,aﬂymeWdeWWm(xn)ndeAw

esk ume suite de K compact, dome on peut exbraine ume sous-suite comengente dams K qui
MWW&@W,&WM@WW%M@«VX@EA, [Ix—yll >e.
o - Toromns A:{M,...,)\p}decandmﬂp,aﬂomd’w[m thnc&mimdeﬂaqim/rmécédwnte,
Vi e (11, pll, ElaieAtero[ue?\ieB(ai,%),de/r\&w%;éj, A et Ay mappantienment pas a o
meme boule, ai mon om auna [A— Al < e, ce qui est em conbradiction avee la condibion
A — 7]l > &, dome card(A) < card(A).
o-Omwvr\mqueAmtdemndimnEmMmmﬁ.c\(bmxbxmwch UB(ae)

aen
SDW\G/AM\AL}UE Km’mt/r\a,bimcp)u.dmw UB(a,E),aﬁe’w EIbEKteﬂqueVaE/\, b —al > ¢,
aen

domne A" = AUb} esk um ssusensemble de K 'uém.Bm.le Vx,y €A, |Ix—y| > e, ceq,iuwfnb\edxt
lo. mascimalliks de A.

-6 foa||<f s |Ix|| < |Ix —all + ]| < €+Ha|\ mais a € S™', done flaf =1, ek pan
Auxbe||x\|< +1, cewmbmuanuncﬂ&mmVae/\ B(a,z)CB(O1+ )
0£%uﬂcpxwm«\rmcedm¢mm¢fmmmtu a, CB(O1+)

2
aen

2

acAN
doles (| ) Bla, 5)) < n(BO,1+3).
acA
Les boules B(a, £) su ae/\mtdmﬁmmt% &ma%et/a'iﬂm,htexel}(m,%)ml}(az,%),a&orw
||a1faz\|<||a1fx||+|\azfx\|<2+Z—s ceqxumtmmbmdmbma/uec lar — az|| > €.
Om obbient dome Z p(B(a,z = (%)ncard(/\) < (1 —0—2) , deme card(A) < (21_£> .

aen

&WK:sMae:%mﬁawmm,msﬁmmﬁ’m&emdema&
mmmaQLqumsnf‘c U B(a de/r\pxmcard/\n _<2+£) — 5"

aEAR
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D. Norme d’une matrice aléatoire
1) S)o&tie [hnll, yi = ZME]—;)XJMM\.QWX_tX], s Xn) Sn1dmeX1—1 AE/FEM/G

1] Mtwm@e@wmtm@mﬁmt%eta—mmﬁaummm dmda/l’\)’b%&aq.umﬁm
11, ylmtoc Aou,ngm,amme
o - E(exp(y|lyl*)) = E(exp( Zvyf = Hexpyyf ), o les M[”) sonk mubuellement imde-

Mﬁmwmpmylpewwetwmﬂwexpyyl WWWTWEBQ@TW
undé/r\mdam,te/a o[uxds/nmzmyecy etﬂmmﬁaﬁttedeﬂaqumhm14
E(exp(v|lylI*) H (explyy?)) H

o De Qéﬂa&té (lyll > rvn) = (exp(yllyl*) > exp(yr’n)) ek Bmuaga&te de Joanbsns wr\/r\ﬂuquee
lo. saniable alsatsine exp(v|[y||*) etmzyx/r\ﬂ&&amtﬁumgap,&e/rmecedﬂnl‘z o obbient

E ? n
P (Il = 1) = P (explylyl’®) 2 explyrin)) < PO < (sexpy®)

) ?o«tAnwne/r\anbedeS“]dewmiunaQnmgohe/r\an5“terruesn1CU a,2

acEAn

MXES“ICLQG’MHGG/\T[ML}UEXGB )dmmuhpuanthml\/l EAtHM(“)Hop*

MALP\.UZ%WR&,MLM

1
M < IM™ (= a)]| + IM™ al| < [IM™ [lop [ = al| + [[M™ a]| < S[IM™ [[op + [M™al|

ek e pantage au masc dun S™' conduit & LIM™ 1o, < MM ek pan swife ai [M™]|op >
2rym, dlsws IMM™al| >ryn .
e - Omn wient de monbren que IMM™lop > 2ry/n = Ja € Ay kel que IM™a|| > ryn, denc on

aﬂ,mmdméxmm

N =

(IM™lop > 2rvm) ¢ | (IM™ ]l > rv/n)

aENAn

et/r\anmite

P(IM ™oy > 2rv) <P ( U (m™a] >rx/ﬁ)> < 3 P(IM™a) =) <

aEAn acAn

< (5exp(—yrz))n Z 1 =card(An) (5exp(—yr2))n <5" (Sexp(—yrz))TL = (ZSexp(—yrz])n

acENn
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